BUTLLETI

DE LA SOCIETAT CATALANA
DE MATEMATIQUES
Institut d’Estudis Catalans

el

O Carles Barril, Silvia Cuadrado i Jordi Ripoll
Models matematics en dinamica de poblacions 87

[ Agusti Reventos
Gaspard Monge 111

[ Narcis Sayols i Sebastia Xambo
Codis correctors d’errors i criptografia postquantica ... 147

1 English summaries 173

Volum 33 ¢ NUmero : Any 2018

ePEDDEY  [nstitut
"" d’Estudis

mewvi-  Catalans

* INSTITV







BUTLLETI

DE LA SOCIETAT CATALANA
DE MATEMATIQUES
Institut d’Estudis Catalans

Volum 33 « Numero 2 « Desembre 2018

BARCELONA
2018



© dels autors dels articles

Editat per la Societat Catalana de Matematiques
filial de I'Institut d’Estudis Catalans

Carrer del Carme, 47

08001 Barcelona

Text revisat lingliisticament
per la Unitat de Correcci6 del Servei Editorial de I'TEC.

Impres a Open Print, SL

ISSN: 0214-316-X
Diposit Legal: B 19272-1987

Sén rigorosament prohibides, sense 'autoritzacié escrita dels titulars del copyright, la reproduc-
cio6 total o parcial d’aquesta obra per qualsevol procediment i suport, incloent-hi la reprografia
i el tractament informatic, la distribuci6 d’exemplars mitjancant lloguer o préstec comercial, la
inclusio6 total o parcial en bases de dades i la consulta a través de xarxa telematica o d’Internet.
Les infraccions d’aquests drets estan sotmeses a les sancions establertes per les lleis.



BUTLLETI DE LA SOCIETAT CATALANA DE MATEMATIQUES
Vol. 33, nam. 2, 2018

index

CARLES BARRIL, SiLVIA CUADRADO I JORDI RIPOLL
Models matematics en dinamica de poblacions...............cooviiiiiiiiiiiiien... 87

AGUSTI REVENTOS
(€ 1y 0 U o 0L (o) oV 111

NARCIS SAYOLS I SEBASTIA XAMBO
Codis correctors d’errors i criptografia postquantica..............cooveeveneenn.. 147

English summaries. ..........ovoiiii e 173






BUTLLETI DE LA SOCIETAT CATALANA DE MATEMATIQUES
Vol. 33, num. 2, 2018. Pélg. 87-109. DOI: 10.2436,/20.2002.01.81

Models matematics en dinamica de poblacions

CARLES BARRIL, SiLviA CUADRADO I JORDI RIPOLL

Resum: La dinamica de poblacions, com el seu nom indica, estudia 1'evolucio6 de la
mida i la composicié de les poblacions. En aquest article presentem un recull dels
principals models matematics que descriuen la dinamica de poblacions biologiques.
Primerament, farem una introducci6é historica a la matéria tot descrivint diferents
problemes en ecologia, demografia i epidemiologia, aixi com les eines i técniques
matematiques emprades. Seguidament, descriurem una nova formulacié en termes
d’equacions amb retard que estableix un marc general rigorés per a la modelitzacio
matematica de la dinamica de poblacions.

Paraules clau: biologia matematica, poblacions estructurades, equacions amb retard,
equacions en derivades parcials.

Classificacié MSC2010: 92D25, 35Q92, 47N20.

La biologia matematica és la disciplina que s’encarrega de proporcionar
models i eines matematiques per a entendre processos biologics. En I'actualitat
s’ocupa d’'una gran varietat de temes, pero les primeres interaccions entre
biologia i matematiques van tenir lloc en el context de la dinamica de poblacions,
que és la branca de la biologia matematica que té per objecte I'estudi de
I’evoluci6 de la mida de les poblacions i la seva composici6. Comencarem fent-
ne un breu repas historic (vegeu, per a més informacio, 3, 11, 9, 33, 45, 50]).
Tot i que els models presentats en aquest treball son, en la nostra opinio,
molt representatius de la historia de la dinamica de poblacions, degut al
gran desenvolupament en els ultims anys d’aquesta disciplina, una descripci6
exhaustiva de la matéria aniria més enlla de I'’objectiu d’aquest article.

1 La dinamica de poblacions anterior al segle xx

El que podriem considerar el primer problema en dinamica de poblacions va
ser el proposat per Leonardo de Pisa, més conegut com a Fibonacci, en el seu
llibre Liber abaci, publicat el 1202:
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Un home té una parella de conills en un lloc tancat. Es voldria saber quantes
parelles més s’obtenen de la primera parella, en un any, si la natura d’aquests
conills és tal que engendren una nova parella cada mes i comencen a ser fertils
a partir del segon mes de vida.

Si anomenem u, el nombre de parelles de conills joves i v, el de parelles
adultes, al comencament del mes n, aleshores el problema anterior dona lloc a
les relacions de recurréncia

Un+1 = Un,
vn+1 = un + vn.

Aix0 equival a I'equacié de recurrencia vy,41 = Uy + Uy = Un—1 + Uy, a partir
de la qual Fibonacci va construir la famosa successio que porta el seu nom i
que amb els anys s’ha observat que apareix de manera freqiient a la natura.
Existeix fins i tot una revista cientifica, The Fibonacci Quarterly, que publica
articles relacionats amb aquesta successio.

Tenim, doncs, que el primerissim problema de dinamica de poblacions ja
considerava dues variables independents (discretes): temps i edat.

Després de Fibonacci, la historia de la dinamica de poblacions ha d’esperar
cinc segles perqueé es plantegi un nou problema, tot i que entremig es van fer
grans aportacions a la matematica, com és el desenvolupament modern del
calcul diferencial.

Va ser Leonhard Euler qui el 1748 publica el llibre Introductio in analysin
infinitorum [22], on, al capitol sobre exponencials i logaritmes, inclou exemples
de dinamica de poblacions com el segiient:

Si la poblacié d’una certa regié augmenta anualment en una trentena part i
inicialment hi havia 100 000 habitants, voldriem saber la poblacié després de
100 anys.

Es tracta d’'un exemple d’'una poblacié amb creixement geometric i la resposta
és Pioo = (1 + 2)"°°100 000,

L’any 1760 publica als proceedings de ’Académia de Ciéncies de Berlin el
treball «Recherches générales sur la mortalité et la multiplication du genre
humain», on es planteja el problema de trobar la distribucié en edats d'una
poblaci6 sota certes hipotesis [23, 24]:

Si anomenem P,, la poblaci6 I'any n i B,, el nombre de naixements I’any n,

Euler va suposar que la poblaci6 creix geometricament, és a dir,

Ppi1 = APy, 1)
i que el quocient entre el nombre de naixements i la poblaci6 és constant:

B, = mP,,. (2)

Notem que aquestes dues hipotesis impliquen que el nombre de naixements
creix geometricament i amb la mateixa taxa:

Bn+1 = ABn (3)
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Denotant per I la proporcié de nounats que encara séon vius I'any k i suposant
que ningu sobreviu més de 100 anys, Euler es planteja si, coneguts By, Py, i i,
podem coneéixer quants individus hi ha a cada grup d’edat. Tenim, fent servir
reiteradament (1) i (3),

APy = P1og = Bigo + L1Bog + L2Bgs + - - - + LigoBo =

= (A9 + A% + A%, + -+ 4+ 1100)Bo.
Dividint per A'%0Py obtenim I'anomenada equacio d’Euler

L b 1100) By

A A2+"'+W FO (4)

Suposant coneguts els naixements i la poblacié en un determinat any, By, Py, i,
per tant, el parametre m = B, /P,, = - - - = By/Py, i conegudes les probabilitats
de supervivencia lg, k > 1, 'equacioé d’Euler ens permet trobar A.

Tenint en compte que durant I'any n el nombre d’individus nascuts
I'any n — k que encara son vius és

l
lan—k = )\7,;(3”’
la proporcié d’individus d’edat k és

] l l

= L, L I L, L Lo\
Pn Bp(l+3+3+-+3%) Q+3T+3++13%)

Aquesta proporcio és constant i, per tant, la piramide d’edat no canvia amb el
temps i es diu que la poblaci6 és estable.

Tot i que I'equacio (1) va ser proposada per Euler, es coneix com a model de
Malthus en referéncia a Thomas Malthus, qui, I'any 1798, va publicar An Essay
on the Principle of Population [42], que, tot i generar una gran controversia en
el moment de la seva publicacid, va tenir una gran influéncia en les teories
economiques del segle XIX, aixi com en el desenvolupament de la teoria de
I'evolucié. Efectivament, tant Charles Darwin com Alfred Russell Wallace van
afirmar que el llibre de Malthus els havia inspirat per a formular la teoria
de I'evoluci6 per selecci6é natural, la qual, descoberta pels dos cientifics de
manera independent, fou publicada de manera conjunta en un article presentat
a la Linnean Society de Londres [12]. La tesi de Malthus al seu llibre és que la
poblacio creix de manera geometrica (o exponencial), mentre que els recursos
necessaris per a donar suport a la poblaci6 creixen de manera aritmetica, cosa
que dona lloc al que s’ha conegut com a catastrofe malthusiana.

Malthus va considerar una poblaci6 homogeénia (tots els individus son
idéntics) d'una sola especie, aillada o tancada (no hi ha migracions), gran (per tal
de negligir factors estocastics) i en un habitat invariant (la quantitat de recursos
no canvia degut a factors externs ni a la mateixa poblacio). Per formular el
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model, denotem per x(t) la mida de la poblacié (mombre total d’individus) a
temps t. Totique x(t) és de fet discreta, com que s’esta suposant una poblacioé
molt gran, es considera x (t) una funcié real de la variable real t. Donat que no
hi ha migracio, la mida de la poblaci6é canvia només degut a naixements i morts
i, per tant, la taxa de canvi en la mida de la poblaci6 sera la fertilitat (taxa per
capita de naixements) menys la mortalitat (taxa per capita de morts). Atés que
s’esta suposant que I’habitat no canvia, aquestes dues taxes no dependran del
temps ni de la poblacié mateixa. Denotant per f la fertilitat i per ¢ la mortalitat
tenim

x'(t) = (B—wx(t), x(0) = xo. (5)

El parametre v := 8 — u és la taxa per capita de creixement (o decreixement)
exponencial i rep el nom de parametre malthusia. En funcié de la poblacio
inicial x¢ > 0, I’evoluci6 de la poblacié ve donada per

x(t) = e"txy, (6)

que és la soluci6 del problema de valor inicial (5). La poblacié s’extingira,
romandra constant o creixera illimitadament depenent de si+ < 0, =0
o v > 0, respectivament. Equivalentment, definint la quantitat R, := %, tenim el
mateix resultat si Rg < 1, Rgp = 1 0 Ry > 1, respectivament. Ry, que és la taxa de
fertilitat per I'esperanca de vida 1/u, dona el nombre esperat de descendents
que té cada individu al llarg de la seva vida; vegeu [4].

Les hipotesis considerades per Malthus sobre la poblacié poden ser valides
per a certes especies en un periode de temps suficientment curt, per a les quals
s’observa efectivament un creixement exponencial. No obstant, la hipotesi que
la taxa de creixement d'una poblaci6 és proporcional a la mida de la poblaci6
(model lineal) és poc realista a escales de temps més grans.

Anys més tard, el 1838, Pierre-Francois Verhulst publica el treball «Notice
sur la loi que la population suit dans son accroissement», on proposa, donant-li
el nom de equacio logistica, el model

x(t)

x’(t)=r<1— X

)x®, x0 = x, @)
on la taxa per capita de creixement de la poblaci6 ja no és constant com en
el model de Malthus, siné que depén de manera decreixent de la poblacio6:
r(x) :=r(1— %) amb r > 0. En efecte, v és el valor maxim de la funci6 r(x),
que s’anulla per a x = K i es fa negativa quan x > K. Notem que si la poblacio
és petita aleshores la poblaci6 té un creixement exponencial (x’ ~ ¥x), mentre
que quan la poblaci6 té un valor proper a K, practicament no canvia (x’ ~ 0).
La soluci6 de (7) en funci6 de la poblacio inicial és

KXO

x(t) = x0 + (K — xq)e "t’

(8)

d’on podem veure que per a una poblacio inicial xo > 0, la poblaci6é s’acosta
a K quan el temps t tendeix a infinit. K equival a la capacitat de carrega de
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la poblaci6 perque representa la mida maxima sostenible de la poblaci6. Aixi
doncs, el model logistic! prediu, si la poblaci6 inicial és petita, creixement
exponencial seguit d’'un decreixement en la taxa de creixement quan el temps
avanca de manera que la poblaci6 s’acosta al limit K.

2 La dinamica de poblacions del segle xx

El treball de Verhulst va inspirar molts dels investigadors que desenvoluparien
la dinamica de poblacions de comencaments del segle xx. Un d’ells va ser el
matematic italia Vito Volterra, a qui el seu futur gendre i bidleg mari Umberto
D’Ancona demana si era possible estudiar matematicament les variacions
poblacionals observades en una poblacié de peixos. D’Ancona (vegeu [10, 1])
tenia dades sobre el percentatge total de captures de condrictis (taurons,
rajades...) sobre el total de peixos capturats durant un periode al voltant de la
Primera Guerra Mundial.

Percentatge de captures de condrictis al port del mar Adriatic Fiume (Rijeka, Croacia)
1914 1915 1916 1917 1918 1919 1920 1921 1922 1923
11.9% 21.4% 221% 21.2% 364% 273% 16.0% 159% 14.8% 10.7%

D’Ancona va observar 'augment d’aquests depredadors, que en aquell mo-
ment no es consideraven comestibles, durant la guerra i creia que era degut
a la disminuci6 de la pesca en aquest periode. El seu raonament era que, en
pescar menys, hi havia més preses i per aixo el nombre de condrictis augmen-
tava. Sorprenentment, pero, semblava que el nombre de preses, en comptes
d’augmentar, havia disminuit quan es pescava menys. Per tal d’entendre com
aquesta disminuci6 de la pesca podia afectar les poblacions de peixos va de-
manar ajut a Volterra. En resposta a D’Ancona, Volterra publica 'any 1926
el treball «Variazioni e fluttuazioni del numero d’individui in specie animali
conviventi» [54].

El mateix model proposat per Volterra va ser analitzat de manera indepen-
dent (en un context diferent) per Alfred Lotka el 1920 a l'article [38]iel 1925 a
la seva obra, publicada primer amb el titol The Elements of Physical Biology [39]
i posteriorment amb el titol Elements of Mathematical Biology [41] i per aix0 es
coneix com a model de Lotka i Volterra. Passem ara a descriure’l.

Denotem per x(t) i y(t) el nombre de preses i depredadors a temps t,
respectivament. Se suposa que, en abséencia de depredadors, les preses experi-
menten un creixement malthusia amb taxa de creixement v > 0, mentre que,
en abseéncia de preses, els depredadors s’extingeixen de manera exponencial
amb taxa de mortalitat u > 0. També se suposa que la dinamica d’aquestes
poblacions vindra donada només per les interaccions entre preses i depreda-
dors, de manera que la supervivéncia dels depredadors depén de la quantitat
de preses i les preses a la vegada tenen només els depredadors com a factor de

1 No és del tot clar, pero sembla que el nom de logistica té a veure amb els logaritmes
(M. Iannelli, comunicaci6é personal). Aixi, per exemple, de x = 1/(1 + e~) obtenim la relacié
inversa t = In(x/(1 — x)).
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control. La taxa de predaci6 s’obté del que s’anomena llei d’accio de masses, que
estableix que el nombre de trobades entre preses i depredadors és proporcional
al producte de les poblacions respectives. Suposant que una fracci6é a de totes
les trobades és efectiva (el depredador mata la presa), el nombre de preses
consumides pels depredadors per unitat de temps és axy. Aix0 s’anomena
resposta funcional de tipus I. El nombre de nous depredadors per unitat de
temps sera xaxy, on « denota la taxa de conversio (habilitat dels depredadors
de convertir les preses en taxa per capita de creixement per al predador). Amb
tots aquests ingredients podem escriure ja el model de Lotka i Volterra

9)

{x’(t) =rx(t) —ax(t)y(t),
' () = —puy(t) + cxax(t)y(t).

Aquest sistema té dos equilibris (0,0) i (45, 5).Six # 0,y = 0es té

!

_ X i r—an =
(u aax)x+(r ay)y 0

0, equivalentment,

%(ln(x“yr) —oxax —ay) =0,

per la qual cosa es té
xHy?
exaxopay
per a qualsevol constant positiva K. Tenim, doncs, que la funcié F(x,y) =
% és una integral primera del sistema, és a dir, les orbites de (9) estan
contingudes als conjunts de nivell de F. Aquestes corbes de nivell sén tancades
al voltant de l'equilibri (£, %) [10, 1] i, per tant, les solucions de (9) son

.. xa’ a
periodiques.

;
o

X

t

FIGURA 1: Simulacions numeriques del retrat de fase i de les solucions
al llarg del temps en un sistema Lotka-Volterra.

Per tal de comparar les solucions del seu model amb les dades de D’Ancona,
Volterra calcula X i y, les mitjanes en un periode T, de les poblacions de preses
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i depredadors, respectivament, i demostra que

.1 (T u .1 (T r

Es a dir, les mitjanes del nombre de preses i del nombre de depredadors en un
periode son independents de les condicions inicials i iguals a les poblacions en
equilibri.

Volterra considera els efectes de la pesca, afegint a les equacions (9) un
terme per a modelitzar les captures, que suposa proporcionals a les poblacions
respectives i amb la mateixa intensitat per a totes dues:

(10)

{x’(t) =rx(t) —ax(t)y(t) — ex(t),
Y (t) = —py(t) + xax(t)y(t) — ey (t).

Per aquest sistema, les mitjanes son X = &£, 9 = =£ ]a qual cosa explica

les dades de D’Ancona: un decreixement moderat de la pesca (reducci6 de &)
augmenta en mitjana el nombre de depredadors, mentre que disminueix el
nombre de preses.

Com comentavem anteriorment, Alfred Lotka va arribar a les mateixes
conclusions que Volterra, pensant en reaccions quimiques i en una poblacio
de plantes i herbivors. Pero abans d’interessar-se per aixo, Lotka havia fet
contribucions molt importants en altres aspectes de la dinamica de poblacions,
en particular en demografia. Els anys 1907 i 1911 publica els treballs [37]
i [47] (el segon conjuntament amb F. R. Sharpe), on estudia la dinamica de
poblacions estructurades per I'’edat. Desconeixedor dels treballs d’Euler sobre
aquest tema, Lotka proposa el mateix model pero considerant el temps i ’edat
com a variables continues (vegeu també [35, 32, 52]).

Considerant una poblacié de femelles (de fet, al seu article, Sharpe i Lotka
consideren una poblacio de mascles), denotem per B(t) la taxa de naixements a
temps t, és a dir, el nombre total de naixements per unitat de temps, per F(a)
la probabilitat de sobreviure fins a edat a > 0, i per (a) la taxa de fertilitat de
les femelles d’edat a (nombre mitja de filles per unitat de temps i per femella
en l'interval infinitesimal [a, a + da]).

Aleshores, ja que les femelles d’edat a a temps t han nascut a temps t — a,
tenim que el nombre de femelles nascudes entre el tempst—ait—a+da
que encara son vives a temps t és B(t — a) F (a) da. Aquestes femelles tenen
B(a)B(t—a)F (a) da filles per unitat de temps i obtenim I'’equaci6 de renovacio
(o de Volterra) segiient:

t
B(t)=L) B(a)B(t —a)F(a)da + F(t), t=0, (11)

on el primer terme de la dreta ens dona el nombre de naixements de filles
de femelles nascudes en l'interval de temps [0,t] i el segon terme F(t) son
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els naixements deguts a les femelles ja presents a la poblacio a temps t = 0.
L’equacio integral (11) és equivalent a

B(t) = J: B(a)B(t —a)F(a)da, t=0, (12)

si suposem una historia de naixements coneguda B(0) = ¢(0), 0 < 0. Noti’s
que I'edat maxima dels individus d'una poblacié es pot suposar finita o po-
tencialment infinita. Buscant una solucié exponencial, B(t) = bel, b > 0,
d’aquesta equaci6 integral, Lotka obté I’'anomenada equacio caracteristica de
Lotka

1= Joo B(a)e *F(a)da, (13)
0

que és la versié continua de I'’equaci6é d’Euler (4).

Per a A real, el costat dret de (13) és una funci6 decreixent de A que tendeix
a+o quan A — —o ia 0 quan A — +oo. Per tant, hi ha un tnic valor real A*
que satisfa (13) que, a més, sera positiu si i només si

Rp := Jo Bla)F(a)da > 1.

Aquesta quantitat és el famo6s nimero reproductiu basic (la notacié va ser
introduida per Dublin i Lotka el 1925, [21]) i s'interpreta com el nombre esperat
de filles que té cada individu de la poblaci6 al llarg de la seva vida.
Sharpe i Lotka [47] van enunciar que el nombre de naixements per unitat de
temps satisfa
B(t) ~ beM't

quan t — +oc0 amb b una constant positiva.

Aix0 va ser demostrat de manera rigorosa per W. Feller el 1941 [25] i es
coneix com a teorema fonamental de la demografia.

Tenint en compte que la poblacio6 total a temps t és

P(t) - f: B(t - a)F(a) da,

tenim que l'estructura en edat de la poblaci6 (distribucié normalitzada d’edats)
ve donada per

B(t —a)F(a)
P(t)
que tendeix a
e—A*aj:(a)

o e MaF(a)da

que no depén del temps (ni de la distribucié6 inicial de la poblacid) i, per tant,
es té, com en el cas discret d’Euler, el que Lotka anomena poblacio estable: 1a
piramide d’edats manté la mateixa forma al llarg del temps, pero la poblaci6o
total creix o decreix exponencialment.
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Una manera alternativa de formular aquest model va ser proposada per
A. G. McKendrick el 1926 [44] i més tard per H. von Foerster [55] i va donar
lloc a 'anomenada equacio de McKendrick-von Foerster, que va ser la primera
equaci6 en derivades parcials de la dinamica de poblacions estructurades.

Denotant per n(a, t) la densitat d’'individus d’edat a a temps t i per u(a) la
taxa per capita de mortalitat a edat a tenim

na + At,t + At) —n(a,t) = —u(a)n(a,t)At, (14)

és a dir, els individus d’edat a a temps t tindran edat a + At quan ha passat
un temps At i I'"inic canvi en el nombre d’individus vindra donat pels que han
mort durant l'interval (t,t + At). Dividint (14) per At i fent el limit At — 0
suposant que n és diferenciable respecte a a i t obtenim

ni(a,t) + na(a,t) = —p@mn(a,b). (15)
McKendrick va especificar que (per a t > a)
n(a,t) = n(0,t — a)e I ns)ds,

pero no va definir cap condicié inicial ni cap condici6 de frontera. Per a descriu-
re el model complet, denotant per (a) la taxa de fertilitat a edat a, tenim que
els naixements venen donats per la condicié de frontera (no local) a edat zero

B(t) =n(0,t) = L:o Bla)n(a,t)da. (16)

Si denotem per ng(a) la distribucié inicial de la poblacio, tenim que el model
complet sera

ne(a,t) + ng(a,t) = —u(ayn(a,t),
n(0,t) = JOOO Bla)n(a,t)da, 17)

n(a,0) = np(a).

Per veure I’equivaléncia entre els models de McKendrick-von Foerster i Sharpe-
Lotka resolem (17) pel métode de les caracteristiques i obtenim

n(0,t —a)e o usds g <t
n(a,t) = e Vd
n(a—t,0)e lathslds g > ¢

Substituint aquesta expressio a la condicié de frontera (16) escrivim

n(0, 1) = j: Blayn(a.t)da -
t
= JO Ba)n(0,t —a)e i H & gq 1 (18)

+ J Bla)yn(a —t,0)e latn)ds g
t
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Definint F(a) := e~ #(9)ds { fent un canvi de variable al segon sumand, es pot
escriure (18) com

Fla+t)

t oo
n(0,t) = Jo Bla)yn(0,t —a)F(a)da + Jo B(a +t)n(a,0) F(a)

da,
que és I'’equaci6 de renovacio6 (11) amb n(0,t) = B(t).

Des del punt de vista biologic, el model lineal (17) suposa que les taxes
vitals B i u sén parametres intrinsecs del sistema i no tenen en compte la com-
peténcia entre els individus pels recursos, que son limitats. Aquesta limitaci6
va ser considerada per Gurtin i MacCamy el 1974 a [28], on van introduir taxes
vitals dependents, a part de I’edat, de la mateixa poblacio6. Igual que en el cas
de I'equacio logistica (7), aix0 dona lloc a un model no lineal que permet que el
creixement de la poblaci6 sigui autoregulat per la mateixa poblacio:

ne(a,t) + ng(a,t) = —u(a,P(t))n(a,t), P(t)= Jj n(a,t)da,
n(o,t) = J:B(a,P(t))n(a,t)da, (19)
n(a,0) = ng(a).

En aquest model, la influéncia de les condicions ambientals en els individus
de la poblacié es resumeix en una sola quantitat, que és la poblaci6 total.
Altres autors, com per exemple M. Iannelli el 1995 (vegeu [34]), han considerat
aquest mateix model pero per a edat maxima finita i suposant que la influéncia
ambiental ve donada per una collecci6 finita de mides de la poblacié amb un
pes, és a dir, S(t) = f0°° yila)n(a,t)da,peri=1,...,m.

Una gran varietat de models no lineals amb dependéncia en edat van apa-
reixer posteriorment. Podriem dir que la teoria de la dinamica de poblacions
estructurades per 'edat va quedar molt ben recollida per G. F. Webb a les
referéncies [57, 56]. Webb estudia un model no lineal molt general per a la
densitat respecte de 'edat a de m tipus o grups d’individus:

Dii(a,t) = Gi(-,t))(a),
1(0,t) = B(nri(-,t)), (20)
#(a,0) = 7ig(a),

¢Plath,t+h)—¢(a,t)

on D¢(a,t) := limy_o-+ és la «derivada direccional» en la di-
reccio del vector (1,1) de la densitat vectorial de poblacié a temps t > 0,
#i(-,t) pertany a I’espai de Banach X := L1((0, «0); R™) equipat amb la norma
lpll = >, f(;” |¢pi(a)| da. En el sistema (20), per una banda hi tenim I'ope-
rador G: X — X, que s’anomena funcio d’envelliment i pot incloure termes
relacionats amb la mortalitat i amb les transicions entre tipus o grups d’indivi-
dus, i per I'altra banda, hi tenim I'operador B: X — R™, que s’anomena funcio
de naixements i dona el nombre de nounats de cada tipus per unitat de temps.

Per acabar aquesta exposici6 historica, volem destacar que no gaire lluny
d’aquests models ecologics hi ha tota una classe de models en dinamica de
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poblacions que constituixen el que s’anomena epidemiologia matematica. Els
primers treballs que es coneixen en aquest camp son els de Daniel Bernoulli so-
bre la inoculacio6 de la verola [7] (gairebé quaranta anys abans del descobriment
de les vacunes, atribuit a Edward Jenner, 1798) i els de Ronald Ross sobre la
malaria [46]. Ross va ser un dels primers de formular un model compartimental,
donat que considerava una poblacié de mosquits i una d’humans, i també va
ser un dels primers de parlar d’'un llindar de I'’epidémia que més endavant
s’anomena numero reproductiu basic (mombre esperat d’infeccions produides
per un individu tipic de la poblacio6 a I'inici de ’epidémia) i que és I’equivalent
del namero R definit anteriorment en el context ecologic.

Hi ha una classe de models epidémics que també consideren I'’edat pero
en el sentit del temps transcorregut des del moment en qué un individu
contrau una malaltia infecciosa (edat de la infeccio). L’article de W. O. Kermack
i A. G. McKendrick del 1927 [36] ha esdevingut un classic de ’epidemiologia
matematica que ha estat citat una infinitat de vegades. Per tal de fer justicia,
cal destacar que aquest article es coneix principalment pel famo6s model SIR
(sistema simplificat d’EDOs), pero que, en realitat, estudia un model més general
tenint en compte 1'edat de la infeccio.

El model classic de Kermack-McKendrick descriu I’evoluci6 del brot epide-
mic d'una malaltia infecciosa on els naixements i les morts per causes naturals
son negligits i, per tant, la mida de la poblaci6é es manté constant. La pobla-
ci6 es divideix en tres grups: individus susceptibles (d’adquirir la malaltia),
densitat d’individus infectats respecte de I'’edat d’infecci6 (poden transmetre
la malaltia), i individus recuperats (els que han superat la malaltia i ara s6n
immunes permanentment, per exemple) i evoluciona segons:

fS’(t) = - JOTT B(r)i(r,t)dt - S(t),

i (T,t) +ic(T,t) + y(T)i(T,t) =0,

Ty (21)
i(0,t) = Jo B(T)i(T,t)dT - S(t),

Tt
R(t) = JO y(T)i(T, t) dT,

amb condicions inicials S(0) = Sp, i(6,0) = ip(6), R(0) = Rg,ion T € [0, T+]
és I'edat de la infeccio, B(T) és la taxa de transmissié de la malaltiai y(T) és la
taxa de recuperacio, vegeu [36, 34]. En el cas que les taxes 8, y siguin constants,
llavors, integrant respecte a I’edat de la infecci6 I’equacié en derivades parcials
a (21), obtenim el famoés sistema d’equacions diferencials ordinaries SIR:

S'(t) = =BI®)S(8), I'(t) =BIE)S(t) —yI(D), R'(t)=yI(),

amb I(t) = f, " i(T,t) dT (nombre total d’infectats a temps t).

Fins aqui hem exposat el desenvolupament historic de la dinamica de po-
blacions aprofundint especialment en les poblacions estructurades per I'edat,
ja que podriem dir que tot model de dinamica de poblacions considera impli-
citament I'edat dels individus, donat que I’edat no és res més que el temps
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transcorregut des del moment del naixement dels individus. En resum, la
cronologia de la teoria de les poblacions estructurades per ’edat comenca
essencialment amb Euler [23], passant per Lotka [37, 47, 40], Feller [25], McKen-
drick [44], von Foerster [55], Gurtin i MacCamy [28], i conclou substancialment
amb Webb [56, 57].

Paradoxalment, I’edat és una variable massa senzilla per a descriure amb
detall els processos fisiologics de les poblacions. Aixo fa que, depenent del
tipus de problema biologic que vulguem analitzar pot ser convenient classificar
els individus segons alguna mesura biomeétrica, en comptes (0 a més) de I'edat,
per exemple estructurar la poblacié per la mida en poblacions cellulars. Els
primers que van considerar poblacions estructurades fisiologicament van ser
Fredrickson et al. [51, 26, 27], Bell et al. [6, 5, 2] i Sinko i Streifer [48, 49];
vegeu [29] per a més detalls. El model més senzill d’'una poblacio estructurada
per la mida dels individus va ser analitzat per Van Sickle a [53]. Aquest model,
que és un cas particular dels models introduits pels grups d’investigadors
citats anteriorment, suposa que els nounats tenen tots una mida ¢ > 0 i que
la densitat respecte de la mida x > ¢ a temps t, n(x,t) evoluciona segons
(vegeu [43] per a la deducci6 del model):

ne(x,t) + (gx)n(x,t))x = —ux)n(x,t),
gemen = p | Beoneendx, 22)
n(x,0) = no(x),

on g(x) > 0 és la taxa per capita de creixement individual, és a dir, x'(t) =
g(x(t)), u(x) ésla taxa per capita de mortalitat a mida x, S(x) és la taxa per
capita de fertilitat a mida x, i p és la probabilitat dels nounats de sobreviure
durant el nursery stage. Vegeu Heijmans i Metz [31] per a una millora d’aquest
model lineal.

En la propera secci6 es veura com tots aquests models estructurats per
I’edat o per una variable fisiologica més general, que fins ara han estat descrits
en termes de taxes instantanies de canvi i, per tant, amb equacions diferencials,
es poden descriure amb una nova formulacié desenvolupada per O. Diekmann,
M. Gyllenberg i J. Metz, i H. Thieme i altres collaboradors (1986-actualitat), que
estén i generalitza la ja famosa equaci6 de Volterra (12) afegint-hi un recurs
dinamic que és consumit pels individus de la poblaci6. Aquesta teoria va ser
iniciada amb el llibre [43] i desenvolupada posteriorment als treballs [17, 14,
15, 13]1i[20, 19, 16], entre d’altres.

3 Formulacio de la dinamica de poblacions usant equacions
amb retard

Per a estudiar la dinamica d'una poblacié des d'un punt de vista mecanicista cal
considerar el comportament dels seus individus. Un individu particular actuara
d’'una manera o altra en funcié de les seves caracteristiques i de I’ambient en el
qual viu. Es oportu, per tant, estructurar la poblacio de forma que s’agrupin els
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individus que son analegs. En aquest sentit, cada individu esta dotat d’un estat
individual (també anomenat estat-i) i es consideren equivalents els individus que
comparteixen el mateix estat. L’estat-i és la variable d’estructura de la poblacio
i pot fer referéncia tant a variables internes de l'individu (com I'edat, la mida, el
fenotip, I'estat d’alerta o el que sigui que ens interessi) com a variables externes
(com la posicié en un habitat donat). Al seu torn, es defineix I'estat poblacional
(també anomenat estat-p) com la densitat poblacional respecte de ’estat-i dels
seus individus.

Classicament la dinamica de poblacions, com hem vist a les seccions an-
teriors, ha considerat I'estat-p com la variable dependent del problema. La
formulaci6 amb retard es diferencia en aquest punt perqué, en lloc de conside-
rar 'estat-p, utilitza la historia dels naixements. Aquesta variable descriu com
han estat els naixements en el passat, i en concret es pot utilitzar per a saber
quants individus d’estat individual x estaven naixent T unitats de temps en
el passat. En particular, si coneixem la historia de naixements i com son les
trajectories de cada individu per I'espai d’estats-i des del moment en que neix
fins al present, aleshores podem recuperar la densitat poblacional al present,
és a dir, I'estat-p.

Com hem dit, per a saber com varia I’estat-i d’'un individu en un instant no
n’hi ha prou de conéixer I'estat-i de I'individu en aquell instant. A part d’aques-
ta variable també cal saber quina és la condicio ambiental en aquell instant.
Remarquem que n’hi ha prou amb la condicio ambiental instantania i que no
cal conéixer com era ’ambient en el passat. Aix0 és aixi perque 'efecte que ha
tingut I'ambient del passat en I'individu esta contingut implicitament en el seu
estat-i actual. Notem també que la condicio ambiental és una variable global en
el sentit que és la mateixa per a tots els individus. Es ’efecte que té "ambient
sobre els diferents subjectes el que pot variar. Per exemple, pot passar que certa
font d’aliment només sigui accessible als individus petits o que els individus
grans no siguin perseguits pels depredadors. L’ambient, pero, és el que és.

Si es coneix la condicio ambiental al llarg del temps, aleshores es pot es-
criure una equaci6é de renovacié o equaci6é de Volterra per a la historia de
naixements. La poblacid, pero, té un impacte sobre I'ambient, ja sigui perque
consumeix recursos o perque contamina, la qual cosa impedeix coneixer, a
priori, com sera I'ambient. La condicio ambiental és, de fet, una variable del
sistema que depén tant de la condicio ambiental en el passat com de la histo-
ria de naixements. Aixi s’arriba a un sistema de dues equacions amb retard
acoblades. L’'objectiu d’aquesta seccid és donar una expressio explicita del
sistema anterior en termes de quatre ingredients fenomenologics. El primer
ingredient conté informaci6 sobre com evoluciona 'estat-i d'un individu a
través de 'espai d’estats individuals, i, per tant, té en compte processos com
el desenvolupament, el creixement, el moviment o la supervivencia. El segon
ingredient inclou tot el que esta relacionat amb la reproducci6 dels individus.
El tercer ingredient descriu I'impacte que té un individu sobre I'ambient mentre
que el quart descriu com varia el medi en abséncia de poblacio. Tots quatre
ingredients s’especificaran formalment quan sigui necessari.
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Dels individus a la poblacio

Comencem introduint Q com el conjunt de tots els estats individuals admis-
sibles. Els elements de QO depenen tant del que s’esta modelitzant com del
nivell de detall del model. Per exemple, si estem interessats en la mida dels
individus, podem optar per un model molt senzill, en quée Q = {petit, gran}
o per un model una mica més ric en el qual es distingeixen els individus en
funcio6 de la seva massa corporal, de manera que Q = R, . Fins i tot es podrien
classificar els individus en funcié de diverses mesures biomeétriques. Per exem-
ple, si volguéssim estudiar una poblacié d’aus, podria ser rellevant distingir els
ocells en funci6é de la mida del bec i de la longitud de les ales. En aquest cas
prendriem Q = R2.

De forma similar, considerem el conjunt de totes les condicions ambientals
admissibles i el denotem amb el simbol Z. De forma més o menys general, es
pot dir que la dinamica d'una poblaci6 esta determinada per dos factors: els
recursos de que disposa i les amenaces a les quals esta exposada. En aquest
sentit, el conjunt de condicions ambientals hauria de reflectir aquesta infor-
macio i obviar altres caracteristiques ambientals supérflues com, per exemple,
la posicié dels planetes al firmament (notem, pero, que aquesta informaci6
seria important si estudiéssim una poblacié d’astronoms i astronomes, o fins
i tot si consideréssim una poblacié d’escarabats piloters, dels quals se sap
que s’orienten amb les estrelles). En el cas que la poblacié només depengui
d’un tipus de recurs, £ pot anar, en funci6 de la simplicitat del model, des d'un
conjunt de dos elements com {poc,molt} a un conjunt continu com R, que
reflecteixi la concentracié del recurs en el medi. Si es tingués en compte la
distribucio6 espacial dels individus, aleshores els elements de F serien funcions
que especificarien la concentracié de recurs en cada posicio.

3.1 Dinamica poblacional donat el medi: teoria lineal

Per tal de plantejar el sistema dinamic comencem suposant que la condicio
ambiental esta donada per a tot temps. Es a dir, considerem una funci6 E: R —
F tal que E(t) denota ’ambient del sistema a I'instant ¢.

Primer ingredient Sigui ug(t,s, &, w) la probabilitat que un individu amb estat
individual € € Q en l'instant s tingui un estat-i contingut a w C Q en
I'instant posterior t sabent que la condiciéo ambiental ve donada per E
entre sit.

Per definici6 es té que ug(s,s, &, w) és 1si &€ € wi0 en cas contrari, la qual
cosa es pot escriure formalment utilitzant la delta de Dirac com ug(s, s, &, w) =
0g(w). Observi’s també que la probabilitat que un individu amb estat indivi-
dual € al'instant s segueixi viu a I'instant posterior t és ug(t,s,&,Q) < 1. A
més a més, com que la dinamica d'un individu només depén del seu estat-i a
I'instant s i de les condicions ambientals entre s i t, es conclou que les equacions
de Chapman-Kolmogorov (vegeu [29]) se satisfan, és a dir, per atot T € (s, t)

up(t,s, &, w) = jQ wp(t, T, 1, ©)ug (T, 5, E, dn). (23)
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Observem que E només cal que estigui definida entre 7 i t al primer factor
de la integral i entre s i T en el segon. D’ara endavant utilitzarem, com a
norma notacional, que el subindex E en una funcié que depén de dues variables
temporals indica que la funcié només esta afectada per la part de E definida
entre aquestes dues variables.

Segon ingredient Sigui B(Z,E, w) el nombre esperat de descendents directes
nascuts en w C Q per unitat de temps que produeix un individu amb
estat individual & € Q) sabent que la condicié ambiental instantania és E.

Combinant els ingredients i ur es pot definir

BL(L, s, E, w) = jQB(n,Em,w)w(t,s,é,dn) (24)

com el nombre esperat de nounats amb estat-i contingut a w C Q que estan
naixent per unitat de temps a l'instant £ i que son descendents directes (fills i
filles només) d'un individu amb estat individual & € Q a l'instant s, sabent que
la condicio ambiental entre s it és la donada per E.

A partir del significat de la funcié [3% és possible construir un sistema
dinamic per a les histories dels naixements. El sistema pren la forma d'una
equaci6 de renovacio, i s’obté observant que els nounats que estan naixent
al present son necessariament descendents directes d’individus nascuts al
passat. Aixi, el nombre esperat de nounats amb estat-i contingut a w C Q que
estan naixent per unitat de temps a l'instant t, magnitud que denotem com
a B(t,w), s’obté «<sumant» els descendents directes de les diferents cohorts
d’edat nascudes al passat. La descripcio anterior s’escriu formalment com

B(t,w) = J: JQ BL(t,t —a,& w)B(t —a,dE)da. (25)

Observem que és possible recuperar la mesura poblacional en un instant t
si es coneix la historia de B fins a I'instant t. Només cal seguir la dinamica
dels individus des del moment en queé neixen fins a I'instant ¢, la qual cosa és
possible si es disposa del primer ingredient del model. En efecte, si denotem
amb m(t, w) la quantitat d’individus que hi ha d’estat-i continguta w C Q a
I'instant t, tenim

m(t,w) = J: JQuE(t,t—a,E,w)B(t—a,dﬁ)da. (26)

3.2 Dinamica poblacional i ambiental: teoria no lineal

Considerem ara que els individus de la poblacié poden alterar la condicio
ambiental, de manera que aquesta deixa de ser independent de la poblacio.
L’efecte concret que tenen els individus sobre I’ambient és un altre ingredient
del model.
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Tercer ingredient Sigui y (&, E) la taxa de canvi que experimenta el medi quan
la condicié ambiental és E degut a les accions d’un individu d’estat indivi-
dual &. Ens referim a la funci6é y com l’alteraci6 ambiental per capita.

«Sumant» I'alteraci6 ambiental que provoca cada individu d'una poblacié obte-
nim la taxa de canvi ambiental degut a la poblaci6 en conjunt. Denotem aquesta
taxa amb la lletra g i ens hi referim com I’alteracié ambiental poblacional. For-
malment, si m és la mesura poblacional i E és la condicié ambiental, I'alteracio
ambiental poblacional ve donada per

g(E,m) = JQym,E)m(dn). 27)

Notem que implicitament estem suposant que cada individu afecta I’ambient
de forma independent. Aixo, pero, no és una restriccié sin6é una conseqiéncia
del fet que la informaci6 que determina el comportament d’un individu esta
continguda a la condicio ambiental. En aquest sentit, si es produeixen interac-
cions directes entre individus diferents (depredacio, cooperacio, aparellament,
etc.), aleshores la condicio ambiental ha de recollir els detalls pertinents de la
distribuci6é poblacional per tal de reflectir aquestes interaccions. De fet, el que
passa en aquestes situacions és que I'ambient efectiu d'un individu no només
conté recursos aliens a la poblacio sin6 també elements de la mateixa poblacio.

A més a més dels canvis ambientals provocats per la poblacio, el medi
també pot manifestar una dinamica intrinseca. Aquest és el darrer ingredient
del model.

Quart ingredient Sigui go(E) la taxa de canvi que experimenta el medi quan
la condicio ambiental és E degut a causes alienes a la poblacio.

Amb aquesta informaci6 és possible donar una equaci6 diferencial per a la con-
dicio ambiental. Si no hi ha cap individu en la poblacié modelitzada, aleshores
I’alteraci6 ambiental poblacional és nulla i 'equacio6 diferencial és simplement

E'(t) = go(E(1)).
En general, si la mesura poblacional esta descrita per una funcié m(t), es té
E'(t) = go(E(t)) + g(E(t), m(t)). (28)

Com hem vist en ’apartat anterior, la mesura poblacional m(t) es pot escriure
en termes de la historia de naixements fins a I'instant ¢ utilitzant 'equaci6 (26).
Per tant, ’equacio6 (28) relaciona la dinamica dels naixements amb la dinamica
ambiental, la qual cosa acobla les equacions (25) i (28). D’aquesta manera s’obté
un sistema no lineal amb retard que involucra una equacié de renovaci6 i
una equaci6 diferencial amb retard. Prenent t > 0i 6 < 0, de manera que ¢ es
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pot pensar com un instant del futur (posterior a 0) i 6 com un instant del
passat (anterior a 0), el problema en qiiestié s’escriu com

. t
B(t,w) = L JQ BL(t,T,& w)B(T,dE)dT,

V@ =goE@)+ |y B | | utt,t-admB(t-a,d5) da, (g
B(8, w) = ¢1(0, w),
£0) = 2(6),

on ¢ i ¢ son les histories inicials de B i E. Observem que com a variables
d’estat estem agafant histories tant de les taxes de naixement com de la condicio
ambiental. Observem també que I'’equaci6 de renovacio per a la funcié B pot
fer que aquesta presenti discontinuitats, mentre que ’equaci6 diferencial amb
retard suggereix que la funci6 E és continua. Per aquests motius prenem com a
espai de fase del sistema dinamic definit per (29) I'espai

L'((=0,0); M(Q)) X C((—=0,0]; F),

on M(Q) denota el conjunt de mesures definides sobre el conjunt Q i recordem
que la condici6é ambiental pren valors al conjunt . Com és habitual en equa-
cions amb retard, una soluci6 (B(t,-),E(t)) de (29) defineix un punt d’aquest
espai d’estats mitjancant B;(0) := B(t + 0, -), E¢+(0) := E(t + 0).

Notem també que si la historia de B fins a l'instant s és donada per ¢, de
manera que B(T,w) := ¢(T,w) per a tot T < s, aleshores (25) es pot reescriure
com

t
B(t,w) = J JQ BL(t,0,& w)B(0,dE)do + F(t,w), (30)

on F(t,w) és la taxa de naixements de nounats amb estat-i contingut a w C Q
que son descendents directes d’individus que a I'instant s ja existien, i. e.,

F(t,w) :=J J BL(t,0,& w)p(o,dE)do =
-0 JQ (31)

0
N J_ JQ BE(t,s —a,& w)P(s — a,dE) da.

En resum, el sistema (29) es pot interpretar com una extensio de I’equacio (25),
que al seu torn és una generalitzacié de ’equaci6 de Volterra (12).

Finalment volem acabar aquesta teoria abstracta de poblacions amb un
exemple illustratiu i, alhora, entenedor. Considerem una poblacié estructurada
per I'edat, de manera que Q = [0, o). Suposem que la condici6é ambiental és un
escalar que representa la concentracié de nutrients, de manera que £ = [0, o).
Per determinar el primer ingredient fem la hipotesi que la taxa de mortalitat
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és una funci6é que depén de ’edat i de la concentracié de nutrients u(a, E). En
simbols tenim que

UE(t, 5, &, w) = e K HET-SET TS, (), (32)

Per al segon ingredient, prenem B(n,E,w) = Bo(n,E) §o(w), la qual cosa
significa que quan la condicié ambiental és E, un individu d’edat n té una taxa
de fertilitat Bo(n, E) ila 8 de Dirac &, apareix de manera natural ja que tots els
individus neixen amb edat zero.

Per al tercer ingredient, suposem que el consum de nutrients per part d’'un
individu és proporcional a la concentracié de nutrients i independent de la
seva edat, de manera que y(n,E) = —cE, ¢ > 0.

Per al quart ingredient, suposem que els nutrients s’estan generant a una
taxa constant v > 0 i que no es degraden de forma natural, de manera que
go(E) = r. Tots aquests ingredients, usant (32), (24) i les formes especials de
les funcions B iy a (29), donen lloc al seglient sistema no lineal amb retard

- t :
B(t,w)=J_ LO Bo(E+t - T E() e” hHOTTEONATB (T, dE) dT o (w),

[E@W=r—c®| || e lamotratondos,  dnpit-a,dz) da,

B(0,w) = ¢1(0, w),
LE(6) = ¢2(0).

(33)
Observem que la primera equacio6 és de la forma B(t, w) = b(t)d¢(w). Consi-
derant que aix0 es dona per a qualsevol temps (cosa raonable ja que tots els
individus neixen amb edat zero), les equacions dinamiques del sistema anterior
esdevenen:

t t
b(t)do(w) = J Bo(t — T,E(t)) e~ HO-TE@N AT )y () dr 5 (),
- (34)
E'(t) =7 — cE(t) J e Jianlo—tra k(@) doy (¢ _ g) da.
0

Si a més suposem que el recurs té una dinamica rapida i que esta en un estat

quasiestacionari (i. e. E'(t) = 0), llavors podem relacionar la poblaci6 total, que
) t

recordem que ve donada per P(t) = [ e li-a#(0-t+aE(@)dop(t — q) da, amb

el mateix recurs: ”

cP(t)

E(t) =

i aleshores (34) es redueix a una sola equaci6 de renovaci6

t r
b(t) :J BO (t_T’C};rT> efﬁu(a'*'r,m)da'b(_r)d_r’
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que és equivalent a I'equaci6é de renovacié del model no lineal de Gurtin i
MacCamy (19) amb funcions B i yu adequades.

Certament, I’exemple anterior és prou senzill per a poder-lo tractar directa-
ment utilitzant la formulacié amb equacions en derivades parcials. No obstant
aixo, quan els estats dels individus son més complicats (vegeu, per exemple [30]
i [18] on els individus estan estructurats per la mida i [8] on es té en compte la
concentracio intracellular d'una proteina), llavors la formulaci6 amb retard no
només ens ajuda a plantejar el model en termes de propietats basiques dels
individus, sin6 que també ens permet fer una analisi més rigorosa sobre el
comportament asimptotic de les solucions entorn dels estats estacionaris.

Agraiments

Els autors han rebut parcialment el suport del Ministeri de Ciéncia i Innova-
cio, referéncies MTM2017-84214-C2 i MTM2014-52402-C3, i de I’Agéncia de
Gestio d’Ajuts Universitaris i de Recerca - Generalitat de Catalunya, referencia
2017-SGR-1392.

Referencies

[1] ALLEN, L. J. S. An Introduction to Mathematical Biology. Upper Saddle River,
NJ: Pearson Prentice Hall, 2007.

[2] ANDERSON, E. C.; BELL, G. L.; PETERSEN, D. F.; TOBEY, R. A. «Cell growth and
division IV. Determination of volume growth rate and division probability».
Biophys. J., 9 (1969), 246-263.

[3] BACAER, N. A Short History of Mathematical Population Dynamics. Londres:
Springer-Verlag London, Ltd., 2011.

[4] BARRIL, C.; CALSINA, A.; RIPOLL, J. «A practical approach to Ry in continu-
ous-time ecological models». Math. Methods Appl. Sci., special issue paper
(2017). DOI: 10.1002/mma.4673.

[5] BELL, G. L. «Cell growth and division III. Conditions for balanced exponen-
tial growth in a mathematical model». Biophys. J., 8 (4) (1968), 431-444.

[6] BELL, G. I.; ANDERSON, E. C. «Cell growth and division I. A mathemati-
cal model with applications to cell volume distributions in mammalian
suspension cultures». Biophys. J., 7 (4) (1967), 329-351.

[7] BERNOULLI, D. «Essai d'une nouvelle analyse de la mortalité causée par
la petite vérole, et des avantages de I'inoculation pour la prévenir». Mem.
Math. Phys. Acad. R. Sci. (1766), 1-45.

[8] BORGES, R.; CALSINA, A.; CUADRADO, S.; DIEKMANN, O. «Delay equation
formulation of a cyclin-structured cell population model». J. Evol. Equ.,
14 (4-5) (2014), 841-862.



106 Carles Barril, Silvia Cuadrado i Jordi Ripoll

[9] BRAUER, F.; CASTILLO-CHAVEZ, C. Mathematical Models in Population Bi-
ology and Epidemiology. Nova York: Springer-Verlag, 2001. (Texts in Appli-
ed Mathematics; 40)

[10] BRAUN, M. Differential Equations and Their Aplications. An Introduc-
tion to Applied Mathematics. Nova York: Springer-Verlag, 1975. (Appli-
ed Mathematical Sciences; 15)

[11] BRITTON, N. F. Essential Mathematical Biology. Londres: Springer-Verlag
London, Ltd., 2003. (Springer Undergraduate Mathematics Series)

[12] DARWIN, C.; WALLACE, A. R. «On the tendency of species to form varieties;
and on the perpetuation of varieties and species by natural means of
selection». Journal of the Proceedings of the Linnean Society. Zoology, 3
(1858), 45-62.

[13] DE ROOS, A. M.; DIEKMANN, O.; GETTO, P.; KIRKILIONIS, M. A. «Numerical
equilibrium analysis for structured consumer resource models». Bull. Math.
Biol., 72 (2) (2010), 259-297.

[14] DIEKMANN, O.; GETTO, P.; GYLLENBERG, M. «Stability and bifurcation analy-
sis of Volterra functional equations in the light of suns and stars». SIAM J.
Math. Anal., 39 (4) (2007,/08), 1023-1069.

[15] DIEKMANN, O.; GYLLENBERG, M. «Abstract delay equations inspired by
population dynamics». A: Functional Analysis and Evolution Equations.
Basilea: Birkhauser, 2008, 187-200.

[16] DIEKMANN, O.; GYLLENBERG, M.; HUANG, H.; KIRKILIONIS, M.; METZ, J. A. J.;
THIEME, H. R. «On the formulation and analysis of general deterministic
structured population models. II. Nonlinear theory». J. Math. Biol., 43 (2)
(2001), 157-189.

[17] DIEKMANN, O.; GYLLENBERG, M.; METZ, J. «Physiologically structured popu-
lation models: towards a general mathematical theory». A: Mathematics
for Ecology and Environmental Sciences. Berlin: Springer, 2007, 5-20. (Biol.
Med. Phys. Biomed. Eng.)

[18] DIEKMANN, O.; GYLLENBERG, M.; METZ, J. A. J.; NAKAOKA, S.; DE ROOS, A. M.
«Daphnia revisited: local stability and bifurcation theory for physiologically
structured population models explained by way of an example». J. Math.
Biol., 61 (2) (2010), 277-318.

[19] DIEKMANN, O.; GYLLENBERG, M.; METZ, J. A. J.; THIEME, H. R. «On the
formulation and analysis of general deterministic structured population
models. I. Linear theory». J. Math. Biol., 36 (4) (1998), 349-388.

[20] DIEKMANN, O.; GYLLENBERG, M.; THIEME, H. R. «Semigroups and renewal
equations on dual Banach spaces with applications to population dy-
namics». A: Delay Differential Equations and Dynamical Systems. Berlin:
Springer, 1991, 116-129. (Lecture Notes in Math.; 1475)

[21] DUBLIN, L. I.; LOTKA, A. J. «<On the true rate of natural increase». J. Amer.
Statist. Assoc., 20 (151) (1925), 305-339.



Models matematics en dinamica de poblacions 107

[22] EULER, L. Introductio in analysin infinitorum. Tomus primus. Lausana: apud
Marcum-Michaelem Bousquet & Socies, 1748.

[23] EULER, L. «Recherches générales sur la mortalité et la multiplication du
genre humain». Mémoires de I’Académie des sciences de Berlin, 16 (1760),
144-164.

[24] EULER, L. «A general investigation into the mortality and multiplication
of the human species». Theoret. Population Biol., 1 (3) (1970), 307-314.
[Traduit per Nathan i Beatrice Keyfitz]

[25] FELLER, W. «On the integral equation of renewal theory.» Ann. Math. Statis-
tics, 12 (1941), 243-267.

[26] FREDRICKSON, A. G.; RAMKRISHNA, D.; TSUCHIYA, H. M. «Statistics and
dynamics of procaryotic cell populations». Math. Biosci., 1 (1967), 327-374.

[27] FREDRICKSON, A. G.; TSUCHIYA, H. M. «Continuous propagation of micro-
organisms». AIChE J., 9 (4) (1963), 459-468.

[28] GURTIN, M. E.; MACCAMY, R. C. «Non-linear age-dependent population
dynamics». Arch. Rational Mech. Anal., 54 (1974), 281-300.

[29] GYLLENBERG, M. «Mathematical aspects of physiologically structured
populations: the contributions of J. A. J. Metz». J. Biol. Dyn., 1 (1) (2007),
3-44.

[30] HEIJMANS, H. J. A. M. «The dynamical behaviour of the age-size-distribution
of a cell population». A: The Dynamics of Physiologically Structured Popu-
lations. Berlin: Springer, 1986, 185-202. (Lecture Notes in Biomath.; 68)

[31] HEIJMANS, H. J. A. M.; METZ, J. A. J. «Small parameters in structured
population models and the Trotter-Kato theorem». SIAM J. Math. Anal,
20 (4) (1989), 870-885.

[32] IANNELLI, M.; MARTCHEVA, M.; MILNER, F. A. Gender-Structured Population
Modeling: Mathematical Methods, Numerics, and Simulations. Filadelfia, PA:
Society for Industrial and Applied Mathematics (SIAM), 2005. (Frontiers in
Applied Mathematics; 31)

[33] TANNELLI, M.; MILNER, F. An Introduction to Mathematical Population Dy-
namics. Along the trail of Volterra and Lotka. Cham: Springer, 2014.
(Unitext-La Matematica peril 3 + 2; 79)

[34] TANNELLI, M.; MILNER, F. The Basic Approach to Age-Structured Popula-
tion Dynamics. Models, Methods and Numerics. Dordrecht: Springer, 2017.
(Lecture Notes on Mathematical Modelling in the Life Sciences)

[35] INABA, H. Age-Structured Population Dynamics in Demography and Epide-
miology. Singapur: Springer, 2017.

[36] KERMACK, W. O.; MCKENDRICK, A. G. «A contribution to the mathematical
theory of epidemics». Proc. Roy. Soc. London Ser. A, 115 (1927), 700-721.

[37] LOoTKA, A. J. «Relation between birth rates and death rates». Science,
26 (653) (1907), 21-22.



108 Carles Barril, Silvia Cuadrado i Jordi Ripoll

[38] LOTKA, A. J. «Analytical note on certain rhythmic relations in organic
systems». Proc. Natl. Acad. Sci. USA, 6 (7) (1920), 410-415.

[39] LOTKA, A. J. The Elements of Physical Biology. Baltimore: Williams & Wilkins
Co.; Londres: Bailliére, Tindall & Cox, 1925.

[40] LOTKA, A. J. «On an integral equation in population analysis». Ann. Math.
Statist., 10 (2) (1939), 144-161.

[41] LOTKA, A. ]J. Elements of Mathematical Biology. Nova York: Dover Publi-
cations, Inc., 1956. [Republicacié sense sobresortir de la primera edici6
publicada sota el titol: The Elements of Physical Biology [39]]

[42] MALTHUS, T. An Essay on the Principle of Population. Londres: J. Johnson,
1798.

[43] METZ, J. A. J.; DIEKMANN, O. (ed.). The Dynamics of Physiologically Struc-
tured Populations. Berlin: Springer, 1986. (Lecture Notes in Biomathe-
matics; 68)

[44] M’KENDRICK, A. G. «Applications of mathematics to medical problems».
Proc. Edinburgh Math. Soc., 40 (1926), 98-130.

[45] MURRAY, J. D. Mathematical Biology. Berlin: Springer-Verlag, 1989. (Bio-
mathematics; 19)

[46] RoOSs, R. The Prevention of Malaria. Londres: John Murray, 1911.

[47] SHARPE, F. R.; LOTKA, A. J. «A problem in age-distribution». Philos. Mag. (6),
21 (124) (1911), 435-438.

[48] SINKO, J. W.; STREIFER, W. «A new model for age-size structure of a popu-
lation». Ecology, 48 (6) (1967), 910-918.

[49] SINKO, J. W.; STREIFER, W. «Applying models incorporating age-size struc-
ture of a population to Daphnia». Ecology, 50 (4) (1969), 608-615.

[50] THIEME, H. R. Mathematics in Population Biology. Princeton, NJ: Princeton
University Press, 2003. (Princeton Series in Theoretical and Computational
Biology)

[51] TsucHIYA, H. M.; FREDRICKSON, A. G.; ARIS, R. «Dynamics of microbial
cell populations». A: Advances in Chemical Engineering. Vol. 6. Nova York;
Londres: Academic Press, 1966, 125-206.

[52] TULJAPURKAR, S. «Stable population theory». A: The New Palgrave Dictio-
nary of Economics. Londres: Palgrave Macmillan UK, 2008, 1-7.

[53] VANSICKLE, J. «Analysis of a distributed-parameter population model
based on physiological age». J. Theoret. Biol., 64 (3) (1977), 571-586.

[54] VOLTERRA, V. «Variazioni e fluttuazioni del numero d’individui in spe-
cie animali conviventi». Memorie della Reale Accademia Nazionale dei
Lincei (6), 2 (1926), 31-113.

[55] VON FOERSTER, H. «Some remarks on changing populations». A: The Ki-
netics of Cellular Proliferation. Nova York: Grune & Stratton, 1959, 382-407.

[56] WEBB, G. F. «Nonlinear semigroups and age-dependent population models».
Ann. Mat. Pura Appl. (4), 129 (1981), 43-55 (1982).



Models matematics en dinamica de poblacions 109

[57] WEBB, G. F. Theory of Nonlinear Age-Dependent Population Dynamics. Nova
York: Marcel Dekker, Inc., 1985. (Monographs and Textbooks in Pure and
Applied Mathematics; 89)

CARLES BARRIL, SiLVIA CUADRADO
DEPARTAMENT DE MATEMATIQUES
UNIVERSITAT AUTONOMA DE BARCELONA
EDIFICI C, FACULTAT DE CIENCIES

08193, CERDANYOLA DEL VALLES, BARCELONA

{carlesbarril,silvia}l@mat.uab.cat

JORDI RIPOLL
DEPARTAMENT D’ INFORMATICA, MATEMATICA APLICADA I ESTADISTICA

UNIVERSITAT DE GIRONA
Av. LLUIS SANTALO, S/N
17003, GIRONA

jripoll@imae.udg.edu






BUTLLETI DE LA SOCIETAT CATALANA DE MATEMATIQUES
Vol. 33, num. 2, 2018. Pélg. 111-145. DOI: 10.2436/20.2002.01.82

Gaspard Monge

AGUSTI REVENTOS

Resum: Aquest article vol ser un tribut a I'obra de Monge en el camp de la geometria
diferencial de corbes i superficies en els dos-cents anys de la seva mort. Després d'un
breu recordatori de la seva biografia, ens centrem en els seus treballs sobre evolutes
de corbes a I’espai i sobretot en el naixement de les linies de curvatura en un article
dedicat al transport de terres. Analitzem en detall el full xv de les seves famoses
Feuilles d’analyse i fem un breu comentari de la resta dels seus treballs sobre geometria
diferencial. Acabem amb una nota de Josep Lluis Solé sobre un dels amics i biograf de
Monge: Francois Arago.

Paraules clau: Monge, corbes, superficies, evolutes, linies de curvatura.
Classificacié MSC2010: 53A04, 53A05, 01A50.

1 Introduccio

El 28 de juliol d’aquest any 2018 s’ha complert dos-cents anys de la mort del
gran geometra Gaspard Monge (1746-1818). Intentaré donar una visio resumida
de la seva vida i obra centrant-me, pero, nomeés en els treballs de geometria
diferencial, ja que I'obra global de Monge és immensa i abraca des de la quimica,
a la meteorologia, la mecanica, etc.

Gaspard Monge (1746-1818).
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A Monge se’l pot considerar, juntament amb Euler i Gauss, com el funda-
dor de la geometria diferencial de corbes i superficies. També se’l considera
creador de la teoria de derivades parcials de segon ordre, que ell sempre es-
tudiava lligades a problemes geometrics, pero que han tingut posteriorment
tanta importancia en altres camps.

Els treballs sobre la vida i I’'obra de Monge escrits per persones que el
coneixien directament i que s6n molt complets sén els dels seus deixebles
Charles Dupin [T7], de 1819, i el de Francois Arago [T1], de 1846.

El treball de Dupin es titula Essai historique sur les services et les travaux
scientifiques de Gaspard Monge. Després d’una primera part biografica conté
els capitols segiients: «Géométrie pure et descriptive», «Géomeétrie analyti-
que», «Géométrie appliquée aux arts», «Géométrie appliquée a la méchanique»,
«Physique: Attraction moléculaire», «Optique», «Météorologie», «Technologie:
Feutrage», «Chimie générale», «Arts chimiques: Métallurgie», «Economie do-
mestique: Frabrication des fromages de Lodézan», «Ouvrages et Mémoires
publiés par G. Monge», «xMonument a eriger en honneur de Monge», «Liste de
souscripteurs».

Com veieu, hi podeu trobar la llista exhaustiva de les publicacions de Monge
i els seus diversos camps d’interés, inclosos els formatges!!

Dupin també fa un retrat de Monge que ens pot ajudar a acostar-nos al
personatge ([T7, p. 150]):

Il étai d’une haute stature, la force physique se montrait dans ses larges muscles,
comme la force morale se peignait dans son regard vaste et profond. Sa figure
était large et raccourcie comme la face du lion. [...] Dés qu’il parlait, on croyait
voir un autre homme. .., un feu nouveau brillait dans ses yeux.

[Era alt, la forca fisica es veia en els seus llargs muscles, com la forca moral es
reflectia en la seva mirada vasta i profunda. La seva figura era ampla i escurcada
com la cara d’un lleé. [...] Quan parlava, hom creia veure un altre home..., un
foc nou brillava en els seus ulls.]

El treball d’Arago? fou llegit a I’Académie des sciences el 1846, consta de
157 pagines, i s’hi veu en tot moment la gran estima que Arago sentia per
Monge. Dona molta informaci6 interessant, per la proximitat temporal, sobre
la Revoluci6 Francesa i la campanya d’Egipte.

1 Dupin va dedicar el seu primer llibre, Développements de géometrie [Al], de 1813, a Monge
posant com a subtitol Pour faire suite a la Géométrie Descriptive et a la Géométrie Analytique de
M. Monge, i dient:

MON ILLUSTRE MAITRE, Je vous dédie mon premier Ouvrage dans un genre ou je dois
tout a vos lecons; vos encouragements m’ont engagé dans la carriére aplanie par vos
travaux [...]

[ILLUSTRE MESTRE, us dedico la meva primera Obra sobre un tema en el qual ho dec tot a
les vostres llicons; els vostres encoratjaments m’han compromes en la carrera aplanada
pels vostres treballs [...]]

2 Per saber més sobre Arago, vegeu la secci6 8, escrita per Josep Lluis Solé Clivillés.
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Aixi mateix hem consultat els elogis finebres de dos dels seus primers alum-
nes a ’Ecole polytechnique, N. Guyon [T10] i B. Brisson [T3], del mateix 1818.

També son d’interés els elogis que el 1849 dedica a Monge el director de
I'escola de Beaune, F. Ravailhe [T12]. Es tracta de I’escola on va estudiar Monge
de petit. Aquests elogis estan dedicats a la filla de Monge, Emilie, en aquell
moment Madame Marey Monge, ja que s’havia casat amb Nicolas-Joseph Marey
el 1789. El motiu és que I'esposa de Monge havia llegat al collegi de Beaune la
quantitat de 3 000 francs per dotar d'una beca anual I’alumne més distingit en
matematiques durant I’any. El premi ’entregaven els fills d’Emilie.

Una obra molt documentada és Un grand francais. Monge fondateur de
I’Ecole polytechnique [T5], de Louis de Launay (1933). Aprofundeix molt en la
relacio entre Monge i Napole6 i les tasques de Monge com a president del Senat.
Pero l'autor que més ha estudiat Monge, uns anys més tard (1951), és sens
dubte René Taton a L’eeuvre scientifique de Monge [T16]. Es 'obra definitiva
sobre el tema.

Trobareu més detalls sobre la vida, obra, deixebles i continuadors de Monge
a les notes biografiques de Struik [T15]. També a l'article que Sergescu va
escriure el 1946 amb motiu del bicentenari del naixement de Monge [T14].

Altres referéncies son els articles de Bruno Belhoste «Gaspard Monge: Ur-
gences revolutionnaires et utopie» [T2] (1989), de José J. Etayo «Las bases de la
Geometria Diferencial» [T8] (1993), i de Rémi Langevin «Gaspard Monge, de
la planche a dessin aux lignes de courbure» [T11] (2002). També hi ha una molt
bona informacié a la Viquipédia.

Les llistes bibliografiques que tanquen aquest article, tant la que es refereix
als treballs de Monge com la dels treballs sobre Monge, no sén exhaustives i
fan referencia només a les obres que he consultat. He procurat, aixo si, que a
la llista de treballs de Monge apareguin tots els relacionats amb la geometria
diferencial, pero les fronteres matematiques sén difuses.

2 Breu biografia

Gaspard Monge neix el 9 de maig del 1746 a Beaune. Va ser el primer dels tres
fills de Jacques Monge, un comerciant que va portar una vida de privacions per
poder portar els fills a I’escola, concretament al Collége d’Oratoriens de Beaune.

El 1762 Gaspard acaba els estudis de filosofia, fisica i matematiques a
Beaune. Amb només setze anys és nomenat professor de fisica a Li6. Segons
Ravailhe [T12], el seu pare el va acomiadar dient: «Fill meu, recorda que en tota
circumstancia deus respecte als teus superiors i exemple als teus inferiors».

El 1764 fa un planol detallat de Beaune que ofereix a la municipalitat. El
coronel de Vignan, segon comandant de I’Ecole royale du génie de Méziéres,3
sap apreciar el treball i proposa al seu autor d’anar a Mézieéres.

3 L’escola d’enginyers de Méziéres va ser fundada el 1748 pel cavaller de Chastillon, per tal
de formar enginyers militars experts en fortificacions. Va agafar de seguida gran reputacio. Les
matematiques i la fisica eren ensenyades pels prestigiosos professors i abats Bossut i Nollet.
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Hi entra, pero com a alumne de segona categoria, destinat a un taller annex.
Sembla que aqui ja treballa amb dovelles de guix, cosa que potser l'influira en
els seus treballs posteriors sobre el tall de pedres.

Per tal de resoldre problemes practics de fortificacions inventa, quan tenia
aproximadament uns dinou anys, la geometria descriptiva. Com que aquests
coneixements podien caure en mans de ’enemic, se li ordena de «ne rien
divulguer ni verbalement ni par écrit».# No va poder explicar aquestes coses
fins al 1794, quan es va crear 'Ecole normale. Aixo va ser poc després del 9 de
termidor,> quan la Convenci6é Nacional (régim politic que va governar Franca
del 1792 al 1795) va sentir la necessitat de reorganitzar la instrucci6é publica.

El 1768 passa de répétiteur® a professor a Méziéres i el 1771 es fa carrec
dels ensenyaments de matematiques i fisica. Aquest any fa un primer viatge
a Paris, on coneix Condorcet, d’Alembert i Vandermonde; aquest ultim tindra
un paper important durant la Revoluci6 i exercira influéncia sobre Monge.
Vegeu «Monge, géometre et Jacobin», de J. Chapelon [T4]. El1 1772 és nomenat
correspondant a I’ Académie des sciences per un tribunal format per d’Alembert,
Bossut i Condorcet.

Es casa el 1777 amb Marie-Catherine Huart, vidua Horbon, amb qui té tres
filles, Emilie, Louise i Adélaide.”

El 14 de gener del 1780 Monge és elegit geOmetra adjunt de I’Académie
des sciences, en substitucié de Vandermonde. Aix0 li exigeix estar-se a Paris
almenys cinc mesos per any. Durant aquests periodes ajudava ’abat Bossut
en els seus cursos al Louvre. Es va dedicar a la fisica i la quimica, va treballar
amb Lavoisier, publicant memories sobre la sintesi de I'aigua, tema de moda a
I'época.

El 1783 mor Etienne Bézout, que exercia d’examinador dels alumnes de
marina, i Monge és nomenat per a aquest carrec. Aixo el fa abandonar defini-
tivament I’Ecole royale du génie de Méziéres, ja que havia de viatjar molt. Va
rebre de ’Ecole una pensi6 de 1 000 lliures per any.

Quan esclata la Revoluci6 Francesa, Monge és un dels cientifics més cone-
guts, probablement més pels seus treballs de fisica i quimica que com a mate-
matic. Ocupa diversos llocs de direcci6 al club dels jacobins, i forma part de la
comissio de pesos i mesures per introduir el sistema métric decimal.®

4 Diversos autors posen en dubte aquesta afirmacié d’Arago.

5 Dia de I'arrest de Robespierre, 27 de juliol del 1794.

6 S’estava amb els alumnes a les sales d’estudi ajudant-los amb els treballs grafics. Repetia el
que havia explicat el professor.

7 Napoleo, en el seu desterrament a Santa Helena, va dir que Monge havia ofert les seves filles
en matrimoni als primers soldats ferits en defensa de Franca, pero Arago, després d’una conversa
amb I’esposa de Monge, ho desmenteix o almenys ho matisa.

8 Monge ja participa en la comissio que ’Académie crea el 1789 per estudiar un pla per a la
uniformitzacié dels pesos i mesures, la qual aconsella la proposta de Talleyrand a I’Assemblée
National el 1790, en la qual exposen els avantatges de triar la longitud del péndol que bat
un segon en el parallel 45 com a unitat de mesura. El 1791 la proposta ja ha canviat: es decideix
que la nova unitat sigui una fracci6 del meridia, i que es faran noves mesures del meridia de
Paris entre Dunkerque i Barcelona (I'’Académie necessita fer-se necessaria en els convulsos temps
revolucionaris). Monge i Meusnier son encarregats de mesurar les bases de la triangulaci6, pero
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A finals del 17929 és elegit, per ’Assemblea, ministre de la Marina, carrec
que exercira només fins a I’abril del 1793. El setembre del 1793 és encarregat,
juntament amb Vandermonde i Berthollet, d’organitzar la fabricacié de I'acer,
per tal d’accelerar la fabricacié d’armes. Publica Description de I'art de fabriquer
les canons com a manual per a les fabriques.

Ecole polytechnique, de 1805 a 1976.

1’11 de marc del 1794'9 el Comiteé de Salut Publica crea una comissio forma-
da per Jacques-Fli Lamblardie, Gaspard Monge i Lazare Carnot amb la missio
d’organitzar una «école central de travaux publics». Finalment s’inaugura el 21
de desembre amb seu al Palais Bourbon. L’1 de setembre del 1795 I’escola can-
via de nom, passa a dir-se Ecole polytechnique i s’ubica a I’'Hotel de Lassay. Es
considera Monge com el seu principal fundador i impulsor. La seva experiéncia
de vint anys a I’Ecole royale du génie de Méziéres va ser fonamental.

Monge va ser I’anima de 1’Ecole. En va ser director del 1796 al 1799. Vivia
rodejat dels seus alumnes, a qui no dubtava d’ajudar en tot el que podia,
inclus oposant-se a 'emperador. Avui dia és universalment reconegut com un
gran professor. Taton [T16], a la pagina 367, cita paraules de Jomard, un dels
alumnes de Monge:

Quand il décrivait une surface il la dessinait de ses mans. .. et I’engendrait avec
un geste éloquent de maniere a la rendre palpable; [...] il avait I’art de rendre
simples les choses les plus compliquées et claires les plus obscures.

no compliran aquesta tasca ja que Meusnier, general de I'exércit, mor el 1793 en el setge de
Mainz, i Monge és nomenat ministre.

També el 1793, el govern revolucionari suprimeix per elitisme I’Académie, pero constitueix
una «Comission temporaire des poids et mesures» en la qual hi ha Monge. Sense esperar els
resultats de les medicions de Delambre i Méchain, s’acorda el 1795 definir un metre provisional,
basat en les mesures del meridia fetes per La Caille quaranta anys abans. Monge collabora en els
calculs corresponents.

Finalment, el 1798, una nova comissi6 estudia les dades aportades per Delambre i Méchain i
encara que Monge hi figura, tampoc pot participar-hi, ja que acompanya Napole6 a Egipte.

Una referéncia molt bona sobre aquesta historia apassionant és: Antonio E. Ten (1996), Medir el
Metro, Instituto de Estudios Documentales e Historicos sobre la Ciencia, Universitat de Valéncia.
[Peu de pagina escrit per Josep Lluis Solé.]

9 El 13 d’agost del 1792 Lluis xvI és detingut i substituit per un consell format per ministres
elegits per ’Assemblea.

10 «21 ventdse, an II», amb la notaci6é de I'época.
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[Quan descrivia una superficie la dibuixava amb les seves mans. .. i I’engendrava
amb un gest eloqiient per fer-la palpable; [...] tenia I'art de fer simples les coses
més complicades i clares les més fosques.]

Entre els deixebles de Monge destaquem Charles de Tinseau d’Amondans
(1748-1822) i Jean Baptiste Meusnier (1754-1793), que ja van ser alumnes
seus a Mézieres. Citem també Sylvestre Lacroix (1765-1843), Jean Baptiste
Joseph Fourier (1768-1830), Michel Ange Lancret (1774-1807), Joseph Diez
Gergonne (1771-1859), André-Marie Ampere (1775-1836), Sophie Germain
(1776-1831) (amb nom fals), Pierre Charles Francois Dupin (1784-1873), Louis-
Léger Vallée (1784-1864), Jean-Victor Poncelet (1788-1867), Michel Chasles
(1793-1880), Théodore Olivier (1793-1853), Benjamin Olinde Rodrigues (1795-
1851), Gabriel Lamé (1795-1870), Adhémar Barré de Saint-Venant (1797-1886),
etc.

Monge va ser també un dels principals inspiradors del Journal de I’Eco-
le polytechnique.'' El primer article del primer volum del Journal, aparegut
el 1794, és de Monge i es titula «Stéréotomie» [M8]. L’estereotomia és l'art
de tallar i acoblar les peces de pedra o fusta, per tal de construir elements
arquitectonics com ara arcs, meénsules, trams d’escales, etc.

Les primeres tres linies diuen:

La géométrie descriptive est I'art de représenter sur des feuilles de dessins qui
n’ont que deux dimensions, les objets qui en ont trois, et qui sont susceptibles
d’une définition rigoureuse.

[La geometria descriptiva és I’art de representar sobre els fulls de dibuix que
no tenen més que dues dimensions, els objectes que en tenen tres, i que poden
ser definits rigorosament.]

Els apunts de classe de Monge apareixen en diverses notes posteriors del
Journal, signades per Eisenman i amb el mateix titol genéric de «Stéréoto-
mie» [A3].

En aquesta epoca Monge va comencar a parlar als seus alumnes de geometria
analitica per referir-se al que fins al moment s’anomenava simplement algebra
aplicada a la geometria.'?

El 1796 va a Italia com a membre d’'una comissié que ha de recollir «les
monuments d’art et de science que les traités de paix accordaient aux armées
francaises victorieuses». Com diu Louis de Launay [T5], un saqueig organitzat.

11 A http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/cb34378280v/date.r=journal+ecole podeu
trobar els volums entre els anys 1794 i 1938.

12 Lacroix, en el seu Traité éléementaire de calcul différentiel et de calcul intégral [A8], de 1797,
per referir-se als treballs de Monge on aquest utilitza derivades parcials per generar superficies,
com per exemple «Sur I’expression analytique de la génération des surfaces courbes» [M6], diu:
«Voyez sa Géométrie Analytique». Per aquest motiu es considera aquest llibre de Lacroix com el
primer lloc on apareix aquesta expressié de geometria analitica (pagina 504 de la quarta edici6
de Bachelier de 1828).
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A [T5] podeu trobar informaci6 sobre els cinc combois amb obres d’art que
es van organitzar. Torna a Paris el 1797 i és nomenat director de la «pauvre
Ecole polytechnique», com diu ell mateix, que estava en hores baixes. Encara
fara un segon viatge a Roma motivat per I’assassinat del general Duphot,
que el Directori li encarrega investigar. I per comminar el papa Pius VI a
abandonar el poder temporal. El Papa abandona Roma el 20 de febrer del 1798.
Aquesta estada coincideix amb els preparatius de la campanya de Napole6 a
Egipte.

Segons Arago, Napoleo s’havia sentit molt ben tractat pel ministre de marina
Monge quan ell era un jove oficial d’artilleria. Aixo va fer néixer una amistat en-
tre Monge i Napoleo, qui insisteix fortament perqué 'acompanyi a la campanya
d’Egipte. Una amistat en la qual Napole6 manava i Monge obeia.

Es troba amb Napole6 a Malta el 9 de juny del 1798. L’illa és conquerida
el 10 de junyiel 13 de juny ja s’hi creen tretze escoles primaries i una escola
central per ensenyar matematiques, astronomia, etc.

Un cop a Egipte va amb Napoleo6 fins a Ramanieh, on se separen i Monge
remunta el Nil amb Berthollet. S6n atacats pels turcs i els mamelucs, pero
salvats finalment per les tropes franceses.!? Es llavors, el 20 de juliol del 1798,
que Napole6 diu davant la piramide de Gizeh la célebre frase: «Soldats, du haut
de ces monuments, quarante siécles vous contemplent!».

Posteriorment Napoleo crea I'Institut d’Egipte i en confia la presidéncia a
Monge.'# Pren part també en I’expedicio a Siria, pero es posa malalt i torna
a Paris amb Napole6 'octubre del 1799. Fan el viatge de Fréjus a Paris en
cotxe de sis cavalls Berthollet, Monge i Napoleo. Segons Arago, la gent s’es-
tranyava de veure Napole6 en companyia de dues persones mal vestides (feia
gairebé dos anys que eren fora de casa). El desembre del mateix any és nomenat
senador.

El 1803 acompanya Napole6 per Beélgica i el nord de Franca. Tornant, és
nomenat per a la senadoria de Lieja. Sembla que no ho accepta de gaire bon
grat, ja que en una carta a la seva dona per justificar la seva abseéncia comenta
que «Le Premier Consul a tant fait pour moi que je dois faire ce que je puis
pour lui». Hi fa llargues estades entre 1803 i 1805, any en que Napole6 dona
a I’Ecole polytechnique un estatus militar i la situa a la muntanya de Santa
Genoveva a Paris.

Del maig del 1806 al setembre del 1807 és president del Senat de ’empera-
dor, i rep una donaci6 que ell mateix havia sollicitat en favor de Berthollet de
cent mil francs, amb la qual compra el castell de Bierre, a la Borgonya.

Nomenat compte de Péluse, el 1808, rep en dotaci6é diverses propietats a
Westfalia.

13 El butlleti oficial del combat fa menci6 de la bravura de Monge i Berthollet. Pero aquest altim
es va omplir les butxaques de pedres per anar al fons del riu i no ser capturat i mutilat pels
ferotges mamelucs. Molts d’aquests mamelucs es van acabar posant posteriorment al costat de
Napoleo.

14 Del procés verbal (Arago [T1]): le citoyen Monge, president; le citoyen Bonaparte, vice-président,
pour le premier trimestre; et le citoyen Fourier, secrétaire perpétuel. Sobre la campanya d’Egipte
vegeu Gaspard Monge et I'expedition d’Egypte, de Jean-Baptiste Sanson de Pongerville [T6].
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El 1809, comencant a sentir-se cansat, deixa amb recanca I’Ecole polytechni-
que; pero no la relaci6 cientifica que hi tenia, ja que entre 1810 i 1816 encara
podem trobar a Correspondance sur I’Ecole impériale polytechnique set notes
molt breus de Monge, potser la més important de les quals és «Sur les équations
différentielles des courbes du second degré» [M17].

El 1813 intenta organitzar la resisténcia contra els invasors (Austria, Russia
i Prussia). El febrer del 1814, dos mesos abans que Napole6 fos desterrat a
Elba, pel tractat de Fontainebleau, destrueix part dels seus documents de la
Revolucio, en particular la correspondeéncia amb Napoleo, i, fugint de I’enemic,
abandona Paris el 29 de marg.

Quan torna a Paris el 1816, després d’haver estat amagat un temps, veu
destruir la seva obra: I'Ecole polytechnique és primer suprimida i després
reorganitzada, és exclos de ’Académie des sciences,!> etc. Mor el 28 de juliol
del 1818. Els alumnes de I’Ecole polytechnique no van tenir autoritzacio per
assistir als funerals de Monge, que no va rebre cap homenatge oficial, pero
van aprofitar el primer dia de sortida per anar-se a inclinar sobre la tomba del
fundador de la seva escola.

3 Memoria sobre les evolutes

Comentem a continuaci6 el que es considera com el primer article de Mon-
ge [M7]. El 22 de gener del 1769 Monge va escriure a ’abat Charles Bossut
per a explicar-li que estava treballant en «développées» de corbes de doble
curvatura.'®

En réfléchissant dernierement sur ce qui arrive a plusieurs surfaces courbes que
I’on fait mouvoir les unes sur les autres pour engendrer des épicycloides sur
toutes sortes de surfaces, je suis parvenu a trouver les développées des courbes
a double courbure. [Taton [T16, p. 166]]

[Reflexionant darrerament sobre el que passa a diverses superficies corbes
que es fan moure les unes sobre les altres per engendrar epicicloides sobre
tot tipus de superficies, he arribat a trobar les evolutes de les corbes de doble
curvatura.]

Recordem que la développée o evoluta d’'una corba plana és la corba que
s’obté com a envolvent de les seves normals. Equivalentment, és la corba que té
la propietat que un cordill embolicat sobre ella, en desembolicar-se, genera la
corba donada. Monge generalitza aquesta construcci6 a I’espai exigint que en
desenvolupar el cordill es vagi mantenint sempre sobre la superficie formada
per les tangents a la corba (la desenvolupable tangencial).

15 Tothom va veure la greu injusticia que es feia amb Monge, i Cauchy va ser durament criticat
pel fet d’acceptar el lloc vacant.

16 Amb I'expressio corbes de doble curvatura es refereix a corbes guerxes (no planars) de 'espai.
Les dues curvatures serien en llenguatge actual la curvatura i la torsio.



Gaspard Monge 119

x(s)

Développante
0
Involuta

x(0)

FIGURA 1: Evolutes i involutes.

Concretament, I’evoluta d’'una corba x(s) de I’espai és una altra corba y (s)
(la développante o involuta) tal que x(s) esta continguda a la desenvolupable
tangencial de y(s) ila tangent a y(s) pertany al pla normal a x(s) en el punt
corresponent. Desenrotllant un cordill previament embolicat a y (s), mantenint-
lo en la superficie de les tangents, obtenim x (s).

El juny del 1769 va apareixer un sumari dels seus resultats al journal
encyclopédique, editat a Bouillon per Pierre Rousseau, que es considera com la
primera publicacio de Monge.!” El treball complet es va sotmetre a ’Académie
des sciences de Paris I'octubre del 1770 i es va llegir davant ’Académie 1’agost
del 1771, pero no es va publicar fins al 1785 amb el titol «Mémoire sur les
développées, les rayons de courbure, et les differents genres d’inflexions des
courbes a double courbure»; vegeu [M7] i les pagines 392-420 de [M18].

Aquest article comenca aixi:

Tout ce que I'on a fait jusqu’a present sur les Développées des courbes en
general se reduit a a voir trouvé celles des corbes planes [...] Je me propose
de démontrer dans ce Mémoire qu’une courbe, plane ou a double courbure
a une infinité de développées, toutes a double courbure, a I'exception d’une
seule pour chaque courbe plane, et de donner la maniére de trouver les équa-
tions de telle de ces courbes qu’on voudra, étant données les équations de la
développante.

[Tot el que s’ha fet fins ara sobre les evolutes de corbes en general es redueix
a haver trobat les de les corbes planes [...] Em proposo demostrar en aquesta
Memoria que una corba, plana o de doble curvatura, té una infinitat d’evolutes,
totes de doble curvatura, amb I’excepcié d’una sola per a cada corba plana,
i donar la manera de trobar les equacions d’aquestes corbes, donades les
equacions de la involuta.]

17 Vegeu l'article de René Taton «La premiére note mathématique de Gaspard Monge» [T17], on
es reprodueix aquest escrit.
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La figura 2 mostra una corba plana i algunes de les seves evolutes, que, com
ja va observar Monge, estan sobre la superficie polar, és a dir, la superficie
reglada formada per rectes que passen pels centres de curvatura i tenen la
direcci6é de la binormal corresponent.

Evolutes Superficie polar

K

Tangent a I’evoluta,
ortogonal a la corba

Corba planak

- S

FIGURA 2: Evolutes i superficie polar.

Veiem com introdueix Monge I’eix polar. Comenca observant que les normals
en un punt no singular d’'una corba a I’espai estan en un pla. En aquest pla
es troba una recta que ell anomena «eix», que és el limit de la interseccio
d’aquest pla amb el pla corresponent a un altre punt de la corba, infinitament
proxim. Es a dir, cada punt P de la corba té el seu «eix». Si hom traca una
perpendicular des de P al’eix corresponent a P i anomenem Q el peu d’aquesta
perpendicular, Q sera el centre de curvatura, PQ el radi de curvatura, i la
inversa de la longitud PQ, la curvatura.

Com diu Girbau [A6], d’aquesta manera s’estableix clarament per primer
cop la noci6 de curvatura d'una corba a l'espai.

La torsio hi apareix implicitament.'® Amb notaci6 actual 1’eix polar corres-
ponent al punt de parametre s de la corba y(s) és larecta

r(u):y(s) +p(s)N(s) +uB(s),

on p(s) és el radi de curvatura i N(s), B(s) els vectors normal principal i
binormal, respectivament.
La uni6 de totes aquestes rectes és la superficie reglada

@(s,u) = y(s) +p(s)N(s) + uB(s),

anomenada supetficie polar associada a la corba y(s). Monge la calcula a la
seccio xx de I'article i troba que és la superficie envolvent de la familia de plans

18 El concepte de torsid va ser definitivament establert més tard per Lancret a «Mémoire sur
les courbes a double courbure» [A9], perod havia estat usat ja per Lacroix a [A8]. L’anomenaven
segona flexio o segona curvatura. El nom de torsio prové de Louis L. Vallée.
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normals. Es a dir, veu que el pla tangent a aquesta superficie en qualsevol dels
seus punts coincideix amb un dels plans de la familia de plans normals.

Demostra també que aquesta superficie és desenvolupable,'® veient que
les seves generatrius, els eixos polars, soén tangents a la corba formada pels
centres de les esferes osculatrius.

Aquesta corba dels centres és anomenada per Monge aréte de rebrousse-
ment, nom que podriem traduir per aresta de retrocés o eix de regressio, de la
superficie polar, i ve donada per

p’(s)
T($)

y($) +p($)N(s) + B(s),

on T(s) éslatorsio de y(s) (suposada no nulla). Monge la calcula a la secci6 Xx11
de l'article.

Els punts d’aquesta aresta no formen part de la superficie (s6n punts
singulars), que queda, doncs, dividida en dues parts.

Tot aix0 ho fa Monge amb arguments geometrics com ara tallar un pla amb
el «segilient», etc., ja que aquesta superficie és, com hem dit, I’envolvent dels

plans normals.
L’esfera osculatriu?? la introdueix aixi a la secci6 xx1v:

[...] dans toute courbe a double courbure trois éléments consécutifs sont
toujours a égales distances d’un certain point, et peuvent, par conséquent, étre
regardés comme placés sur la surface d’une méme sphére dont ce point est le
centre.

[[...] en tota corba de doble curvatura tres elements consecutius estan sempre
a la mateixa distancia d’un cert punt, i poden, per conseglient, ser vistos com
situats sobre la superficie d’una mateixa esfera que té aquest punt com a
centre.]

Dels calculs anteriors es dedueix que el radi de I'’esfera osculatriu és

T($)

R(s) = |p(s)? + (p'(”)z.

També es veu que la corba formada pels centres de curvatura d’'una corba
(projeccié d’aquesta corba sobre I’eix polar) no pot ser una evoluta de la

19 Una superficie reglada es diu desenvolupable si les rectes que la formen sén tangents a una
corba (eix de regressio). Equivalentment, son les superficies reglades amb curvatura de Gauss
zero o encara una altra equivaléncia: son les superficies reglades tals que el pla tangent és
constant al llarg de les generatrius.

20 Théodore Olivier (1793-1853), alumne de I’Ecole polytechnique, estudia les esferes osculatrius
i 'ordre de contacte d’aquestes amb les helixs, vegeu «De la courbure et la flexion d'une courbe a
double courbure» [A12]. Es conegut pels seus models de superficies que es tallen, superficies
formades per cordes i metall, que en moure’s permeten estudiar la corba intersecci6. Vegeu
Theodore Olivier Three-Dimensional Geometry String Models, un album editat pel Canada Science
and Technology Museum.
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corba donada a menys que aquesta sigui plana. En aquest cas tenim la classica
evoluta, una corba les tangents de la qual sén normals a la corba donada.
Donada una corba x(s) Monge es proposa, a la seccio xxv, trobar totes les
corbes y(s) (les evolutes de x(s)) tals que les tangents a y(s) pertanyen al
pla normal de x(s). Es a dir, vol trobar les corbes que si es desenvolupen pel
metode del cordill donen x(s).
Amb notaci6 actual s’obté

V(s) =x(s) + p(s)(N(s) + cotx(s)B(s)),

on p(s) és el radi de curvatura, N(s), B(s) la normal principal i la binormal
de x(x), i

x(s) = J: T(t)dt +c,

amb T (s) la torsio.

Cada valor de ¢ correspon a una de les infinites evolutes de la corba x (s).
Si T = 0, una de les evolutes és plana i les altres son helixs sobre el cilindre
ortogonal al pla de la corba.

Quan parla dels diferents géneres d’inflexio, a la seccid XxX, es refereix al fet
que la curvatura i la torsi6 es poden anullar. Ho diu aixi:

[...] il peut arriver ou que trois éléments consécutifs d’'une méme courbe a
double courbure se trouven dans un méme plan, ou que deux de ces éléments
soint en ligne droit. Il suit de la que les courbes a double courbure peuvent
avoir deux espeéces d’inflexions: la premiére a lieu lorsque la courbe devient
plane, et nous I'appellerons simple inflexion; la seconde, que nous appellerons
double inflexion, a lieu lorsque la courbe devient droite dans un de ses points.

[[...] pot passar que tres elements consecutius d’una mateixa corba de doble
curvatura es trobin en un mateix pla, o que dos d’aquests elements estiguin
alineats. Se segueix d’aix0 que les corbes de doble curvatura poden tenir dos
tipus d’inflexions: la primera es dona quan la corba esdevé plana, i nosaltres
I’'anomenarem inflexio simple; la segona, que anomenarem inflexio doble, té lloc
quan la corba esdevé recta en un dels seus punts.?!]

Cap al final de I'article, a la secci6 Xxx111, troba I'expressio explicita del radi
de curvatura de la corba (amb la seva notacié y = @x, z = ¢x)

[1+ (@'x)?+ (p'x")?]3?
\/((p//xr)z 4 ((I///x/)2 4 (lp/xr(p//x/ _ (p/x/(p//xl)z
que, posant o (s) = (s, @(s),@(s)), no és més que

o' ()13
lo’(s) Ao’ (s)II

p(s) =

21 Com és ben sabut, si la curvatura és zero en un interval, la corba és recta en aquest interval,
i si la torsi6 és zero en un interval, la corba és plana en aquest interval. Pero la curvatura i la
torsi6 es poden anullar només en un sol punt (punt d’inflexio) i llavors la corba no és recta ni
plana al voltant d’aquest punt.
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FIGURA 3: Detall de la planxa que tanca aquest article de Monge.

4 Ombres i penombres

[’11 de gener del 1775 Monge presenta a ’Académie el treball «Mémoire sur
les propriétés de plusieurs genres de surfaces courbes, particuliérement sur
celles des surfaces développables, avec une application a la théorie des ombres
et des pénombres» [M1], que no es publica fins al 1780.

En aquesta memoria dona I’avui ben coneguda equaci6 del pla tangent en
funci6 de determinades derivades parcials, que denota per p i g, notacié que
ha perdurat fins a I’actualitat. I també 1’equaci6 diferencial de les superficies
desenvolupables, vt — s =0, on ara 7, s, t son les derivades segones. Observeu
que aquesta expressio nomeés diu que la curvatura de Gauss és zero ja que és
el determinant de la segona forma fonamental. El problema 1 d’aquest l'article
esta dedicat a trobar 'equacié general de les superficies desenvolupables. En
dona tres solucions i alguns corollaris.

El problema II consisteix a trobar les superficies tals que la relacio entre
I’'area d’'una part qualsevol d’elles i la seva projecci6 [sobre un pla] és cons-
tant. Obviament, amb la mateixa notacié que anteriorment, ha de passar que
/1 + p? + g2 sigui constant i, per tant, que p sigui funcio de q.

A continuaci6 introdueix la théorie générale des ombres et des pénombres.
Dona una definici6 precisa d’ombra i penombra suposant primer que hi ha un
punt de llum i un cos opac que la tapa i suposant després que la llum prové
d’'una superficie. Demostra que en aquest cas I’'ombra «pura» esta delimitada
per una superficie desenvolupable circumscrita a la vegada a les superficies
del cos lluminés i del cos opac. Dona una definicié intuitiva de penombra
i demostra que esta determinada per una altra superficie desenvolupable
parcialment circumscrita també a les superficies dels cossos opac i lluminés.
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La diferencia entre aquesta superficie i la primera és que I'aresta de retrocés
(aréte de rebroussement) es troba entre els dos cossos i en el primer cas els
dos cossos son al mateix costat d’aquesta aresta. Aquestes demostracions les
presenta sense fer cap calcul.

Posa com a exemple el cas de dos cossos esférics, com els de la figura 4.

Penombra

) Cos opac Ombra

Penombra

FIGURA 4: Ombres i penombres.

El problema 111 d’aquest article consisteix a trobar, per a una superficie
donada, I'’equacio6 de la corba interseccié d’aquesta superficie amb un con cir-
cumscrit a la mateixa, de vertex un punt donat. Esta estudiant, doncs, ombres
i penombres en el cas particular en que el cos lluminés es redueix a un punt.
Actualment es diu que aquesta corba és la corba generadora del contorn o
corba generatriu. Esta caracteritzada per la condicié de ser el vector normal a
la superficie sobre aquesta corba perpendicular en cada punt a la recta deter-
minada per aquest punt i el punt de llum. Monge, a I'article que comentarem a
continuacio, [M2], en diu corba de contorn aparent.

L’article [M1] acaba amb un parell de problemes sobre el mateix tema. El
problema 1v s’ocupa de trobar la superficie conica amb vertex donat que
passa per una corba donada, i en el problema Vv estableix les equacions de les
superficies que envolten I’'ombra i la penombra d’un cos opac illuminat per un
cos lluminos.

5 Teoria del transport

En aquesta secci6 estudiem un dels articles més importants de Monge, «Mé-
moire sur la théorie des déblais et des remblais» [M2], de 1781.%2

22 Aquest article esta molt ben estudiat per Etienne Ghys a [T9]. Comenta Ghys que, com en altres
treballs de Monge, es barreja aqui la teoria i la practica. Monge parteix d'un problema practic,
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Aquest article comenca parlant del transport de terres.

Lorsqu’on doit transporter des terres d’un lieu dans un autre, on a coutume de
donner le nom de Déblai au volume des terres que I’on doit transporter, et le
nom de Remblai a '’espace qu’elles doivent occuper apres le transport.

[Quan s’han de transportar terres d’un lloc a un altre, es té el costum d’anomenar
déblai el volum de terres que s’ha de transportar, i anomenar remblai I’espai
que han d’ocupar després del transport.]

I continua comentant que, com que el preu del transport d’'una molécula és
proporcional al seu pes i a I’'espai que recorre, el preu total del transport ha
de ser proporcional a la suma dels productes de les molécules (els seus pesos)
multiplicada cadascuna per I'espai recorregut, i també que donat el déblai i
el remblai en figura i posicid, no és indiferent que una molecula del déblai
sigui transportada a un lloc o altre del remblai. S’ha d’aconseguir que la suma
d’aquests productes sigui la minima possible per tal de minimitzar el preu del
transport.

Pl.1. M. de (de. R. des S dre. 278 Fage. yog. Pl XVIIT .

/}7 z

FIGURA 5: Dibuix de Monge del déblai i el remblai. Les rectes determinen
una area igual sobre cada figura, ABD = abd. S6n tangents a una corba.
BD ha d’anar a bd.

Aquest problema ha donat lloc a la teoria del transport, molt usada també
en economia. En llenguatge actual es tracta de minimitzar una integral del tipus

jD IF(x, ») - (x, )]l dx dy,

on D és el deéblai i F la transformaci6 entre déblai i remblai.

que en realitat no acaba de resoldre, pero que li serveix de motivaci6 i que dona lloc a importants
desenvolupaments teorics.
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Feta aquesta introduccio, Monge divideix la memoria en dues parts: el cas
del plai el cas de I’espai.

Dimensio 2
Després d’observar que les trajectories seguides per les molécules no es poden

tallar, ja que la suma de distancies Ab + Ba és major que Aa + Bb, torna a
repetir I'enunciat pel pla:

A

FIGURA 6: Transport en el pla.

Donades dues arees iguals, trobar el cami que ha de seguir cada molécula
de la primera i el punt on ha d’arribar de la segona per tal que, quan s’han
transportat tots els punts, la suma dels productes de cada molécula (el seu pes)
per l'espai que ella ha recorregut sigui minim. Suposa per simplificar que la
densitat és uniforme.?3

Primer argumenta que si una recta talla el déblai i el remblai deixant a un
mateix costat arees iguals, les molécules de la primera regié han d’anar a parar
ales de la segona.?* En el dibuix de Monge (figura 5), la regi6 ABD ha d’anar a la
regio abd (sempre utilitza majuscules per al déblai i minuscules per al remblai).
I conclou que, dividint el déblai i el remblai en una infinitat de petits rombes,
cadascun dels rombes del déblai ha de ser transportat sobre el corresponent
rombe del remblai. 1 que és indiferent en quin ordre les molécules del primer
es distribueixen sobre el segon.

Introdueix coordenades i dona una féormula per a la direccié de cada mo-
lécula. La técnica consisteix a transformar la familia biparameétrica de rec-
tes vy = ax + b en una familia uniparametrica en imposar que aquestes rectes
tallin, del mateix costat, déblai i remblai en regions d’area igual.

Si 'envolvent d’aquesta familia uniparameétrica de rectes esta a I’esquerra
del déblai, les seves tangents tallen el déblai i el remblai en segments BD i bd,
respectivament. En aquest cas el que s’ha de fer és transportar el segment BD
sobre el segment bd.

S’adona, pero, que, com que trajectories de punts proxims es poden tallar, i
aix0 no donaria un minim, cal que la caustica®> que es forma com a envolvent
dels camins es trobi més enlla del déblai respecte del remblai o més enlla del
remblai respecte del déblai.

23 Com remarca Etienne Ghys a [T9], Monge no es preocupa per ’existéncia de solucions del
problema d’extremals que es proposa resoldre. Tampoc s’ocupa de si, donades dues regions
diferents del pla de la mateixa area, hi ha una transformacié que porta I'una sobre I'altra.

24 Aquesta afirmacié no és certa en general, el mateix Monge ho reconeix més endavant, quan
diu «la solution précedénte est illusoire».

25 Monge utilitza la paraula cadustica, paraula que ara es reserva a I’envolvent de rajos de llum.
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Un cop coneix la direccié d’'una molécula qualsevol (les tangents a I’envol-
vent), ja és facil trobar el preu del transport.

A la secci6 X1V tracta el cas en que les rutes de les molécules estan subjectes
a passar per punts determinats, com per exemple ponts sobre rius o portes en
els murs. Quants ponts hi hauria d’haver? Pero si en el problema de minimitzar
el transport hi entra el preu dels ponts, el tema es complica! Aixi acaba la
primera part de I'article.

Dimensié 3

La segona part, dedicada al problema del transport en dimensioé 3, comenca
donant els principis de geometria sobre els quals es fonamentaran les idees
posteriors.

La primera observacio és fonamental?® i fa referéncia a families biparame-
triques de rectes: si per cada punt d’un pla hi passa una recta de I'espai deter-
minada per una certa llei i prenem una d’aquestes rectes, llavors entre les rectes
infinitament proximes a aquesta només n’hi ha dues, genéricament, que la
tallen.?”

I posa I'exemple segiient. Prenem una recta exterior al pla donat i per cada
punt del pla hi tracem la perpendicular a aquesta recta.

FIGURA 7: Les rectes AA’ i BB’ determinen, cadascuna d’elles, un pla
amb OA; en canvi, CC’ no.

Només hi ha dues direccions que fan que rectes infinitament proximes a
una de donada es tallin (en particular estiguin en un pla): les determinades

26 Lamentablement és falsa. O certa només sota determinades condicions. Etienne Ghys remarca
a [T9] que la fibraci6 de Hopf n’és un contraexemple. La familia de rectes de R3 que tallen el
pla z = zp amb vector tangent en (x,y,zo) donat per (xzo + y,yzo — x,zS + 1) no té cap
parella de rectes coplanaries, ni a nivell infinitesimal. No poden ser, per tant, les normals a una
superficie. Vegeu la nota de la pagina 132.

27 En lloc de familia biparameétrica de rectes també es parla de congruéncia de rectes.
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pel pla format per la recta donada i la recta exterior (es tallen a I'infinit) i les
determinades pel pla perpendicular a la recta.

A continuaci6 en dona una demostracié que pretén ser general pero aquesta
demostraci6 falla, ja que suposa que una equaci6é de segon grau té sempre
arrels reals. Es curiés que Monge no faci cap comentari sobre aixo, tret que la
paraula «généralement» quan diu «cette équation du second degré ne donne
généralement que deux valeurs» es pugui interpretar en sentit ampli.

I a la seccio xx s’hi troba ja en germen el teorema de Monge:

Il suit de-la que dans le systéme de droites dont il s’agit on peut toujours
passer de deux maniéres differentes d’'une quelconque de ces droites a une
autre infiniment proche, qui soit avec elle dans un méme plane: cela posé, de
I'une quelconque de ces droites, passons en effet a I'une de celles qui la coupe,
ensuite et dans le méme sens, a celle qui coupe la second, de-la a celle qui dans
le méme sense coupe la troisiéme; il est évident qu’en continuant ainsi de suite
nous parcourrons une surface développable.

[D’aix0 es dedueix que en el sistema de rectes en questid6 sempre es pot
passar de dues maneres diferents d’una qualsevol d’aquestes rectes a una altra
d’infinitament propera, que estigui amb ella en un mateix pla: dit aixo, d’una
qualsevol d’aquestes rectes, passem efectivament a una d’aquestes que la tallen,
a continuacié i en el mateix sentit a la que talla la segona, d’aqui a la que en
el mateix sentit talla la tercera; és evident que si continuem d’aquesta manera
recorrerem una superficie desenvolupable.]

Quan generalitzem aquest resultat a la familia biparametrica de rectes
formada per les normals a una superficie obtenim una part del teorema de
Monge. Aix0 és el que fa a la seccié XXI: les normals a una superficie son les
interseccions de dues successions de superficies desenvolupables tals que cada
superficie de la primera successio talla totes les de la segona en linies rectes i en
angles rectes i reciprocament.

I ara, a la secci6 Xx1I, que reprodueixo integrament, és quan ens fa notar
que aqui estan apareixent, encara que no ho sembli, les linies de curvatura! El
resultat d’aquesta observacio és el famoés teorema de Monge: les normals a una
supetrficie sobre les linies de curvatura formen una superficie desenvolupable.

Quoique cette proposition ne semble avoir qu’un rapport éloigné avec la belle
théorie des rayons de courbure des surfaces courbes qu’a donnée M. Euler, dans
les Mémoires de I’Académie de Berlin, année 1760;2% cependant, si j'ose parler
ainsi, elle compléte le travail de cet illustre Géomeétre sur cette matiére: car
les deux points ou chaque normale est coupée par les deux normales voisines
sont précisément les extrémités des deux rayons de plus grande et de moindre
courbure, en sorte que les intersections de la surface courbe avec les surfaces
développables qui composent la premiére suite sont, les lignes de moindre
courbure de la surface et que les intersections avec les surfaces développables
qui composent I'autre suite sont les lignes de plus grande coubure.

28 Es refereix a [A4].
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[Encara que aquesta proposicié no sembla tenir gaire a veure amb la bella teoria
dels radis de curvatura de les superficies corbes que va donar el senyor Euler,
a les Memories de I’Académia de Berlin, I’any 1760; no obstant aixo, si se’'m
permet dir-ho, completa I’obra d’aquest illustre gedmetra d’aquesta manera:
com que els dos punts on cada normal és tallada per les dues normals proximes
sOn precisament els extrems dels dos radis de major i menor curvatura, de
manera que les interseccions de la superficie corba amb les superficies desenvo-
lupables que componen la primera seqiiencia son les linies de menor curvatura
de la superficie i que les interseccions amb les superficies desenvolupables que
componen |’altra successié son les linies de major curvatura.]

FIGURA 8: Dibuix de Struik [T15, p. 108].2°

A la secci6 xxv dona l'expressio dels radis de curvatura a partir de les
consideracions que ha fet i veu que coincideix amb la donada per Euler. A la
secci6 XxvI dona les equacions de les linies de curvatura. I aixo ja no ho va
fer Euler. A la secci6é XxVII troba les evolutes de la superficie donada: llocs
geometrics dels centres de major i menor curvatura de la superficie. A la
seccio XXI1X estudia breument les linies del contorn aparent en relacié amb
aquestes superficies.

A la secci6 xxxI dona I’element d’area en coordenades principals. En el seu
llenguatge troba I'area del «quadrat» format per dues corbes «consecutives» de
major curvatura amb dues corbes «consecutives» de menor curvatura. Troba
també, a la seccid segiient, el volum del solid format per aquest quadrat i les
normals a la superficie en els seus punts.

29 La figura de I'esquerra representa una superficie en la que els dos radis de curvatura principal
tenen el mateix signe; les evolutes estan en el mateix costat respecte de la superficie. La figura
de la dreta representa una superficie en la que els dos radis de curvatura principal tenen signes
oposats; les evolutes estan en costats oposats respecte de la superficie. En els dos casos, seguint
la normal fins a p; o p» (radis de curvatura principal) trobem dues evolutes de la superficie. Les
normals a la superficie son tangents a les evolutes.
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Fins a la secci6 XXXIVv no retorna al problema de déblai i remblai. Aplicant
tots els resultats anteriors arriba a la conclusi6 que les rutes de les molecules,
que seran com en el cas pla linies rectes, han de ser les interseccions de
dues successions de superficies desenvolupables tals que cada superficie de la
primera successio talli totes les de la segona en angles rectes; i aquesta situaci6
es correspon amb el que succeeix amb les normals a una superficie, com ha vist
a la secci6 xx1, de manera que pot dir que les trajectories que han de seguir les
moleécules del primer volum per arribar a omplir el segon han de ser les normals
a una mateixa superficie corba.

I dona I'equacio diferencial d’aquesta superficie. Com fa notar Etienne Ghys,
és en aquestes equacions on apareix per primer cop la famosa equacié de
Monge-Ampere, una equacié en derivades parcials de segon ordre que no és ni
lineal ni quasi lineal pero que és lineal en el hessia i les derivades segones. Si la
superficie és z = z(x, ) es compleix

dz g
F-lhessial] + G-| | 1+ ()
dy

2
dz\? dz
+H-|1+ (—) +| 5= =0
dx <dy)
per a determinades funcions F, G, H.
I acaba reconeixent que la soluci6 d’aquest problema esta molt lluny de

poder ser aplicada a la practica, ja que hi intervenen moltes més variables, les
molécules no es poden transportar en linia recta, etc.3?

d’z ,dzdz d’z “«dzf d*z
dx:? dx dy dxdy dx dy?

6 Fulls d’analisi, full xXv

En aquesta secci6 estudiarem les linies de curvatura tal com ho va fer Monge al
full xv de les seves Feuilles d’analyse [M11], titulat Des deux courbures d'une
surface courbe. Pero totes les idees estan a I'article sobre déblai i remblai [M2].

La idea de Monge és tan simple com intentar copiar per a superficies la
construccio de I'envolvent de les normals considerada per a corbes planes:
I'evoluta d’'una corba es pot considerar com la corba que s’obté en tallar
normals a la corba donada en punts infinitament proxims. Quan els classics
parlen de punts infinitament proxims, com ara en el cas de les normals que
estem comentant, volen dir tallar la normal a la corba «(s) en el punt x(0)
amb la normal a la corba en el punt x(As), i a continuaci6 passar al limit quan
As tendeix a zero.

30 Dupin va tractar aquest tema del déblai i el remblai el 1813 a [A1]iel 1822 a [A2] (tota la
tercera part de I’obra, unes seixanta pagines, esta dedicada a aquest tema; es titula Sur le tracé
des routes dans les déblais et les remblais) tractant d’aclarir, ampliar i justificar punts debils de
I'article de Monge. Considera casos en que el terreny no és pla i obté solucions ens les quals les
trajectories de les molécules no son rectes.
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El problema és que si considerem dues normals a una superficie en punts
infinitament proxims pot passar que aquestes dues normals no es tallin, ja que
dues rectes a I’espai normalment no es tallen.

També la idea d’infinitament proxim s’ha de retocar en el sentit que ara
tenim moltes maneres diferents d’acostar-nos a un punt donat. Es el mateix
problema que hi ha quan passem de I’estudi de derivades de funcions d'una
variable a funcions de dues variables.

Tot aix0 es resol de la manera segiient. Suposem una superficie donada per
la grafica d’'una funci6é z = z(x,y) que passa per l'origen O = (0,0,0) amb
pla tangent z = 0. Prenem una corba y(x) = (x,y(x),z(x,y(x))) sobre la
superficie que passi per O quan x = 0.

Voldriem tallar la recta normal a la superficie en el punt y(x) amb la recta
normal a la superficie en el punt O = y(0), que és larecta x = y = 0. Aquestes
rectes potser no es tallen i, per tant, el que farem sera tallar la normal a la
superficie en y(x) amb els plans x = 0iy = 0.

Obtenim com a punts de tall

<0,>I<,Z+x), (*,0,z+y),
p q

on p, q son les derivades primeres de z en el punt corresponent. Els asterics
sOn quantitats que tendeixen a zero amb x i no ens calen.

Si volem que en el limit les rectes es tallin, les terceres components d’a-
quests punts han de coincidir (han de coincidir els punts, pero amb les ter-
ceres components ja n’hi ha prou). Aplicant la regla de L’Ho6pital i recordant
que p(0) = q(0) = 0, tenim
lim = ! , imy(x): Y ,
x-0p(x) 7rv+sy’ x-0q(x) s+ty’

on7,s,tsonles derivades segones de z en el punt x = 0. Per tant, ha de ser

1 oy
r+sy  s+ty’

és a dir,
sYy?+(r—-t)y —s=0.

Aquesta és I'’equacio de les direccions principals: les direccions sobre les quals
t’has d’aproximar a un punt per tal que les normals es tallin.

Com que el producte de les arrels d’aquesta equaci6 de segon grau és —1,
aquestes direccions sOn ortogonals. Observem que el discriminant d’aquesta
equacio6 és positiu.

Si repetim I'argument que hem usat per calcular les direccions principals a
I'origen, pero ara treballant sobre un punt arbitrari P, obtenim I’equaci6 general
de les linies de curvatura.
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TEOREMA. L’equacio diferencial de les linies de curvatura d’una superficie do-
nada com a grdficade z = z(x,y) és

LR A
1+p? pg 1+4°|=0.
r s t

Observem que la segona i tercera files son els coeficients de la primera i
segona formes fonamentals.

NOTA. Donem un contraexemple a I'afirmaci6 de Monge de la pagina 127,
on afirma que, donada una recta d’'una familia biparametrica de rectes, n’hi
ha dues d’infinitament proximes que la tallen. Per a aixo repetim els calculs
d’aquesta secci6 per a la familia biparametrica de rectes formada per aquelles
rectes que tallen el pla z = 1 amb vector director (x + v,y — x,2), és a dir, les
rectes

x,7,1) +{(x+y,y —x,2)).

Aquesta familia s’obté a partir de la fibracié de Hopf, com indica E. Ghys a [T9].

Considerem una corba (t,y(t), 1), definida per a valors petits de t, amb
v(0) = 0. Les rectes de la familia inicial que passen per aquesta corba tallen el
pla x = 0 en un punt que té per tercera component

Lot
t+y()’

i tallen el pla v = 0 en un punt que té per tercera component

_ 2y
y(t) -t

Si volem que en el limit la recta de la familia talli I'eix z, que és també una recta
de la familia (i, per tant, que sigui coplanaria amb ella com deia Monge), s’ha
de complir

limit = imiy(t) .

t-0t+y(t) t-0y(t)—t
Obtenim, per L’Hopital,

’

1y
1+y  y -1

equacié que no té solucibé sobre els reals.

Es a dir, tal com hem comentat a la nota 26 (pagina 127), la familia de rectes
donada no té cap parella de rectes coplanaries, ni a nivell infinitesimal. No sén
les rectes normals a una superficie.
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FIGURA 9: La foliacié donada pels plans ortogonals a aquestes rectes no
és integrable.

7 Altres treballs

Comentem breument alguns treballs més de Monge sobre geometria diferencial.

El 1783 publica «Sur une méthode d’intégrer les équations aux différences
ordinaires» [M3], on es limita a donar a la primera pagina un metode per resol-
dre equacions diferencials i aplicar-lo a diverses situacions, com ara resoldre la
tipica equacio de les superficies minimals3!

(1+ qz)r —-2pqs + (1 + pz)t =0,

que atribueix a M. le Chevalier de Borda, a trobar linies de curvatura, etc.

Del 1784 és «Sur le calcul intégral des équations aux différences partie-
lles» [M5]. Es tracta d'un treball molt extens on torna a integrar 1’equaci6
diferencial de les superficies minimals, recordant novament M. le Chevalier de
Borda. El métode d’integracié de Monge és millorat més tard per Legendre a «Mé-
moire sur I'integration de quelques équations aux différences partielles» [A10],
on també corregeix alguns errors comesos per Monge.

El mateix any 1784 estudia la generacié de superficies i publica essencial-
ment la mateixa memoria «Sur I’expression analytique de la génération des
surfaces courbes» a Tori [M6] i a Paris [M4].

A la memoria de Tori resol tres problemes que consisteixen a expressar que
una superficie corba esta generada per: 1) Un cercle que es mou de manera
que el seu pla sigui sempre perpendicular a la corba recorreguda pels centres.
2) Un cercle que es mou d'una manera qualsevol. 3) Una corba qualsevol
constant de forma que es mou d'una manera qualsevol a I’espai.

Ala de Paris, més detallada i extensa, resol exactament aquests tres mateixos
problemes més el segiient: expressar que una superficie corba esta generada
per una corba plana que es mou de manera que el pla que la conté es manté

31 Superfices d’area minima amb vora donada. Estan caracteritzades pel fet de tenir curvatura
mitjana zero.
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perpendicular a les corbes recorregudes per tots els seus punts. De seguida
diu que aquestes superficies es poden definir com les superficies generades
per una corba plana quan el seu pla gira sense lliscar sobre una superficie
desenvolupable. Aquestes superficies reben avui el nom de supetrficies de Monge
i estan caracteritzades perque les linies de curvatura (les maximes o minimes)
son geodesiques.??2 Monge demostra que sobre una linia de curvatura 'altra
curvatura és constant.

El 1795 publica «Sur les lignes de courbure de la surface de I’Ellipsoide»
[M9], utilitzant les equacions generals de les linies de curvatura, que havia
estudiat a «kMémoire sur la théorie des déblais et des remblais» [M2]. Obté

Axyy"? + ' (x* = Ay* - B) - xy =0,

amb 2(12 2 2042 2

a“(bc-c a“(a—-Db

4o @R och) L ata? oY)

b2(a? — c?) a2 — c2
on a, b, ¢ son els semieixos de I'ellipsoide. I de seguida integra ’equacio i veu
que es tracta d’una seccié conica del tipus y? = Bx? + y, per certes cons-
tants 8, y que s’han d’ajustar. Per tant, es tracta d’'una conica concéntrica amb
I’ellipsoide que sera una ellipse o una hipérbola segons el signe de 8. Observem

que aquesta conica és la projecci6 sobre el pla z = 0 de les linies de curvatura.

FIGURA 10: Linies de curvatura de I’ellipsoide [M18].

32 Recordem que les linies de curvatura tenen torsié geodeésica zero i que sobre les geodésiques
la torsio i la torsi6 geodésica coincideixen. Per tant, una geodésica i linia de curvatura és plana. A
partir d’aqui es pot recuperar el resultat de Monge amb relativa facilitat.
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Posteriorment reprodueix aquests treballs a la seccidé xvi1 d’Application de
l'analyse a la géométrie [M18].

La idea és intentar fer un arc de pedra, com ara una porta, pero de manera
que la corba suport no sigui un arc de circumferencia sin6 un arc, per exemple,
d’ellipse. El picapedrer ha de tallar les pedres que van a sobre d’aquest arc de
manera que s’acoblin bé entre elles, i els picapedrers piquen en linies rectes,
de manera que ja es veu que la pedra ha d’estar tallada com una superficie
reglada, pero el que no és tan evident és que hagi de ser també desenvolupable.

Monge ho diu aixi:

S’il étoit question de vodter un space circonscrit en projection horizontale par
une ellipse, on ne pourroit pas donner a la voQte une surface plus convenable
que celle de la moitié d’une ellipsoide [...] et en supposant que cette volte
dat étre exécuté en pierres de taille, il faudrait que la division en voussoirs
flt opérée au moyen des lignes de courbure [...] et que les joints fussent les
surfaces développables normales a la voQte.

[Si es tractés de fer una volta sobre un espai circumscrit en projecci6 horitzontal
per una ellipse, no es podria donar a la volta una superficie més adequada que
la de la meitat d’un ellipsoide [...] i suposant que aquesta volta s’executés en
pedres tallades, seria necessari que la divisié en dovelles es fes per mitja de les
linies de curvatura [...] i que les juntes fossin les superficies desenvolupables
normals a la volta.]

Comenta que en aquell moment s’estan construint les sales per als consells de
la legislatura i que la millor forma que se’ls pot donar és I'elliptica i que estigui
coberta per un ellipsoide. Llavors es posaria la tribuna d’oradors just sota un
dels punts umbilicals de la volta. I es podria decorar 1’espai posant columnes
seguint les linies de curvatura. I s’imagina també dos llums d’aranya penjant
dels umbilicals!

A T'article de J. Sakarovitch «Gaspard Monge founder of “Constructive
Geometry”» [T13], es reprodueix la figura segiient (figura 11), que atribueix a
Leroy, 1844.33 Es veu la volta ellipsoidal amb les pedres superiors o dovelles
acoblades entre elles perpendicularment a la superficie que les aguanta.

El 1801 es publiquen les Feuilles d’analyse appliquée a la géométrie a I'usage
de I’Ecole polytechnique [M11], pero les primeres notes amb aquest nom per
als estudiants de I’Ecole polytechnique son del 1795. Els alumnes anomenaven
aquest llibre «Le gros Monge».

En una nota del 1799, «Des courbes a double courbure» [M19], es comple-
menten qiiestions sobre les corbes de doble curvatura que falten a les Feuilles.
Aquest article acaba amb una nota a peu de pagina d’Hachette,3* que diu:

33 El llibre 1v del Traité de stéréotomie de Leroy (1780-1854) [A11] es diu «Coupe des Pierres»,
i té una seccio que es titula «Volte en ellipsoide a trois axes inégaux. Emploi des lignes de
courbure». El dibuix que reprodueix Sakarovitch és la planxa 44 de [A11].

34 Jean Nicolas Pierre Hachette va ser un dels més importants impulsors del Journal de I'Ecole
polytechnique. Va collaborar estretament amb Monge sobretot en 'estudi i les aplicacions de
la geometria descriptiva. Va estudiar els radis de curvatura de les superficies a «De quelques
propriétés des rayons de courbure d'une surface» [A7].
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dear colleague, what you have just exposed was very elegant; | wish | had done it'. Monge admitted having
never received a compliment that touched him so deeply".
Ellipsoid vaults therefore provide an excellent example of application of his theory. All the more so since in this
particular case, the criticisms mentioned earlier do not apply and the "lines of greatest contraction” and the
lines of smallest surface curvature coincide.
Twice in his writings, Monge comes back to the question of ellipsoid vault stone assembly. No doubt in refer-
ence tfo the project for the National Assembly Hall, which was being discussed at the time, he even describes
an ideal amphitheatre that might respect the surface geometry (Monge 1795b, Folio n° 20) and (Monge 1796,
P, 162-163). One really feels in this fextf, fully quoted by Hachette (Hachette 1822, p. 293) and later Leroy
(ke 1844, pp. 366-367) in their courses on stereotomy, the nmSassembly revive
mortarless architecture (cf. Sakarovitch 1998, p. 311). One must however observe that this did not happen. We
have not been able to find any examples or any mortarless architectural works involving new surfaces or vaults
involving infradoses with complex surfaces assembled according to the lines of curvature.
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Figure 4: The lines of curvature as general-
ized ellipses

“The families of the lines of curvature can
be regarded as generalized ellipses:
choosing a pair of umbilical points not
diametrically opposite, we attach the ends
of a thread of sufficient length to them
and pull it toward a point P of the ellipsoid.
The various positions that P can assume on =
the ellipsoid trace out a line of curvature”; Figure 5 : ellipsoid vault using lines of curvature In (Leroy 1844)
(Hilbert 1952, p. 188).

FIGURA 11: Dovelles sobre ellipsoide.

Cet écrit pourra suppléer a ce qui manque sur les Courbes a double courbure
dans les feuilles d’analyse appliquée a la géométrie, que le C.®" Monge a fait
imprimer pour les éléves de I'’Ecole polytechnique.

[Aquest escrit podra suplir el que manca sobre les corbes de doble curvatura
a les Feuilles d’analyse appliquée d la géométrie, que el ciutada Monge ha fet
imprimir per als alumnes de I’Ecole polytechnique.]

Edicions posteriors de les Feuilles, fetes a partir del 1807, portaven per titol
Application de I'analyse a la géométrie. Liouville va tenir cura de la cinquena
edici6, de 675 pagines, que va corregir i comentar, vegeu [M18]. A la secci6 6
hem estudiat el full xv.

Aquesta edici6 de Liouville esta composta de vint-i-set seccions, dedicades
totes al que podriem anomenar de manera generica generacio de superficies.
Per exemple: «X. De la superficie engendrada pel moviment d’una linia recta
parallela a un pla fixat», «x11. Superficies desenvolupables», «XVII. De la gene-
racio6 de la superficie corba en la qual totes les linies d'una de les curvatures
estan en plans parallels a un pla donat», «xX. De la superficie corba en la qual
els dos radis de curvatura son sempre iguals i de signes contraris», «XXII. De
la superficie corba que envolta una successi6 d’esferes de radi variable i cen-
tres sobre una corba qualsevol», «XXIII. Article [M12]», «XXIV. Article [M13]»,
«XXV. Article [M14]», «XXVI. Article [M15]», «XXVII. Article [M7]».

A continuaci6 Liouville reprodueix la memoria immortal de C. F. Gauss
traduida al francés amb el titol «Recherches sur la théorie géneral des surfaces
courbes» [A5]. I acaba amb unes famoses set notes: «I. Sobre les corbes de doble
curvatura», «II. Expressions diverses de la distancia de dos punts infinitament
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proxims i de la curvatura geodesica de les linies sobre una superficie», «I11. Teo-
rema sobre la integracio de les linies geodesiques», «Iv. Sobre el teorema
de Gauss sobre el producte dels dos radis de curvatura principals en cada
punt d’una superficie», «v. Del tracat geografic de superficies, les unes sobre
les altres», «vI. Extensi6 al cas de tres dimensions de la quiesti6é del tracat
geografic», «VIIL. Sobre ’equacio de les cordes vibrants».

El 1802 Monge publica «Mémoire sur la surface courbe dont toutes les
normales sont tangentes a la surface d'une méme sphere» [M12], on introdueix
el nom de corba caracteristica dient:

C’est a cette courbe, dont toutes les surfaces soumises a la méme génération
sont pour ainsi dire composées,3> qu’on aurait d{i consacrer le nom de géné-
ratrice; mais ce mot est déja employé dans un sens qui n’est pas toujours le
méme que celui-ci: j’ai donc cru nécessaire de me servir d’un mot nouveau, et
j’ai nommé cette courbe caractéristique.

[Es a aquesta corba, de la qual totes les superficies sotmeses a la mateixa
generacid estan per aixi dir compostes, que se li hauria d’haver assignat el nom
de generatriu; perd aquest nom ja s’utilitza en un sentit que no és el mateix
que aquest d’aqui: he cregut, doncs, necessari servir-me d’una nova paraula, i
he anomenat aquesta corba caracteristica.l

Veu, entre altres coses, que una superficie que satisfa les hipotesis del titol
és tal que 'esfera és el lloc geomeétric dels centres d’'una de les seves curvatures.
Amplia aquest tipus de resultats canviant I’esfera per una superficie conica
arbitraria a «Sur la surface courbe dont toutes les normales sont tangentes a
une méme surface conique a base arbitraire» [M13], publicat just a continuaci6é
de I'anterior.

El 1805, apareix el llibre de Monge i Hachette, Application de I'algébre a la
géomeétrie [M21], que recull diversos treballs de Monge. De fet, ja el 1802 havien
publicat un article amb el mateix nom al Journal de I’Ecole polytechnique [M20),
base del llibre posterior. Abans de comencar diu (observeu les dates segons el
nou calendari imposat per la Revolucié Francesa):

AVERTISSEMENT

Lés Eleves de I’Ecole polytechnique ont trouvé jusqu’a present le précis des
lecons sur I'application de I’Algébre a la Géométrie, dans les Feuilles d’analyse
de Monge, et le Mémoire sur les surfaces du second degré, imprimé en I'an 10
dans le Journal de I’Ecole. Tous les exemplaires de ce Mémoire, tirés a part lors
de la publication du Journal, ayant été distribués, MM. MONGE et HACHETTE on
proposé de le remplacer par un ouvrage ayant pour titre: «Surfaces du premier
et second degré», le Conseil d’instruction, dans sa séance du 19 pluviose an 13,
a arrété que cet Ouvrage seroit imprimé pour I’Ecole.

[Els alumnes de I’Ecole polytechnique han trobat fins ara els apunts de les
llicons sobre I'aplicacié de I'algebra a la geometria, a les Feuilles d’analyse de
Monge, i a la Memoria sobre les superficies de segon grau, impresa I’any 10

35 Abans ha posat, com a exemple d’aquesta corba, els meridians de les superficies de revolucio.
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a la revista de I’Escola. Havent estat distribuits tots els exemplars d’aquesta
Memoria, impresos per separat quan es va publicar el Journal, els senyors
MONGE i HACHETTE han proposat reemplacar-la per una obra que té per titol:
«Surfaces du premier et second degré», el Conseil d’Instruction, en la seva sessio
del 19 pluviés any 13, ha donat permis perqué aquesta obra sigui impresa per
I’Escola.]

El llibre esta compost de les vuit seccions segiients: «I. Equacions d'un punt»,
«I1. Equacions de la linia recta», «I11. Equacions del pla», «Iv. Problemes relatius
a rectes i plans», «v. Canvis de coordenades», «VI. Del centre i dels plans
diametrals d'una superficie», «VII. Superficies de segon grau», «VIIL. Superficies
de segon grau quan les coordenades del centre son a I'infinit».

El 1806 publica dos articles llargs consecutius al Journal de I’Ecole poly-
technique. Els titols sén explicits del seu contingut, el primer es titula «Sur la
surface courbe dont toutes les normales sont tangentes a une méme surface dé-
veloppable quelconque» [M14], i toca el mateix tema que en els anteriors [M12]
i[M13],1 el segon «De la surface courbe qui enveloppe I'’espace parcouru par
une sphere variable de rayon, et dont le centre parcourt une courbe a double
courbure quelconque» [M15]. Estudia, doncs, tubs.

El 1807 envia a I’Ecole polytechnique una breu solucié del problema de
trobar una superficie desenvolupable que tingui com a aresta de retrocés
una corba donada, que Hachette recull a Correspondance sur I’Ecole impériale
polytechnique [M16]. També d’aquest any és la nota conjunta amb Hachette
«Sur la théorie des ombres et de la perspective; sur les points brillants des
surfaces courbes» [M22]. Defineixen punt brillant com el punt de la superficie
que reflecteix un raig lluminoés cap a l'ull de I'’espectador. No hi ha cap férmula,
nomeés consideracions geometriques.

El 1810 envia una nota a I’Ecole titulada «Sur les équations différentielles
des courbes du second degré» [M17]. Diu que plantejar-se aquest problema per
a corbes de grau arbitrari li sembla «une enterprise inutile». Pero que, per la
seva importancia, val la pena fer-ho per a les corbes de segon grau. Com que
les seves equacions s6n

Ay? +2Bxy + Cx*> + 2Dy + 2Ex + 1 = 0,

posant
ay dp dq ar ds
A Pl i S b = =t
ax P ax TV ax 7" ax 7Y ax ’
s’obté
9g°t — 45qrs +40r3 =0

com a equacio diferencial de totes les corbes de segon grau.

El 1811 es publica la seva famosa Géométrie descriptive [M10], on hi ha un
capitol titulat «Des plans tangents et des normales aux surfaces courbes», en
el qual es parla de canons, de I'’enemic, etc. Es molt curios I'esperit patriotic
que destilla la introduccio.
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Pour tirer la nation fracaise de la dépendance ol elle a été jusqu’a présent de
I'industrie étrangére, il faut premiérement diriger I’education nationale vers la
connaisance des objets qui exigent de I'exactitud [...] et, a cet égard, il aut
I’avouer, nous avons beaucoup a puiser chez les nations étrangeéres.

C’est d’abord en familiarisant avec I'usage de la Géométrie descriptive tous
les jeunes gens qui ont de I'intelligence, tant ceux qui ont une fortune acquise,
afin qu’un jour ils soient en état de faire de leurs capitaux un emploi plus utile
et pour eux et pour I’Etat, que ceux mémes qui n’ont d’autre fortune que leur
éducation, afin qu’ils puissent un jour grand prix a leur travail.

[Per treure la nacié francesa de la dependéncia que ha tingut fins ara de la
industria estrangera, cal dirigir primer I’educacié nacional cap al coneixement
d’objectes que requereixen exactitud [...] i, en aquest sentit, ho hem de confes-
sar, tenim molt a aprofitar de les nacions estrangeres.

En primer lloc familiaritzant tots els joves amb intelligéncia en I’Gs de la
geometria descriptiva, tant els que tenen fortuna adquirida, perque un dia
estiguin en condicions de fer dels seus capitals un Us més util per a ells i per a
I’Estat, com aquells que no tenen més fortuna que la seva educacié, de manera
que un dia puguin donar més valor al seu treball.]

Espero que aquest treball apropi els futurs alumnes de geometria diferencial
de les nostres universitats a la figura de Monge i al context en que es va iniciar
I’estudi de corbes i superficies.

8 Francois Arago
per Josep Lluis Solé

Per coneixer la vida de F. Arago3® (1786-1853) us recomanem amb entusiasme
I'autobiografia titulada Historia de la meva joventut (colleccié Popular Barcino,
num. 155), publicada per Editorial Barcino (1937), reimpres per Artifex Cultural,
Palma (2000), que redacta quan, com diu ell mateix, ja era vell i estava malalt.
Es llegeix com una magnifica novella d’aventures.

En el llibre ens parla de la seva infantesa al poble d’Estagell, al Rossello, i
la seva adolescéncia a Perpinya. També de la preparacio de 'examen d’ingrés
a I'’Ecole polytechnique, estudiant en solitari obres de Legendre, Lacroix i
Garnier... examen que feu a Tolosa, davant d'un tribunal presidit per Monge,
que primer el rebé amb desconfianca. L’examen dura dues hores i acaba amb
I’'abracada de Monge, impressionat pels coneixements del jove Arago.

Ens hi explica I'ambient de 1'Ecole polytechnique, lligada als moments
politics dificils de la Franca de la primera década del segle x1x. Alli conegué i feu
amistat amb Laplace. Junt amb altres estudiants es nega a signar el document
d’adhesio a la proclamacié de Napole6 com a emperador, i per aixo el general
Lacuée, director de I'’Ecole, proposa la seva expulsio. Napole6 demana a Lacuée

36 En aquesta secci6 s’ha respectat la grafia del cognom amb accent emprada per Josep Lluis
Solé.



140 Agusti Reventds

quin lloc de la promocioé ocupava Arago, i en veure a la llista que era el primer
digué: «Ah, si haguessin estat a la cual... Senyor Lacuée, deixeu-ho correr.. . ».

El 1804 fou nomenat secretari de I’Observatori de Paris recomanat per
Poisson, professor del jove Arago6 a la polytechnique. Demana a Laplace, di-
rector de I’Observatori, reprendre les mesures del meridia de Paris a Espanya,
interrompudes per la mort de Méchain.

Encara que trossos d’aquest meridia havien estat objecte de distintes campa-
nyes de mesura anteriors (Picard, Cassini 1, Cassini 11, La Hire, Maraldi. . .), quan
I’Assemblea Nacional decidi (1791) establir un patr6 de mesura que pogués ser
acceptat per totes les nacions, ’Académia proposa tornar a mesurar el meridia
de Paris, pero aquesta vegada no només en territori de Franca, sin6 arribar
fins a Barcelona (el meridia de Paris entra al Mediterrani a la platja d’Ocata, al
Maresme). Delambre fou I’encarregat de mesurar la part nord, de Dunquerke a
Rodés, i Méchain, la part sud, de Rodés a Barcelona. Les mesures comencaren el
dia abans de la presa de la Bastilla, i la historia d’aquesta campanya cientifica,
feta en moments convulsos, mereix una explicacié a part.

El 1801, Méchain, director de ’Observatori de Paris, demana prolongar
les mesures del meridia de Barcelona a les Balears (el meridia de Paris talla
sa Dragonera, i deixa l'illa de Mallorca totalment a llevant seu). Per fer-ho,
proposa triangular la costa de Castell6 i Valéncia per poder fer el salt a Eivissa
i Formentera, i d’alli a la serra de Tramuntana de Mallorca. El 1803 Méchain
comenga els treballs, pero mori el setembre del 1804 sense poder acabar el seu
encarrec.

F. Aragd i J.-B. Biot foren, doncs, comissionats per acabar les mesures de
Méchain, i son les anécdotes d’aquesta expedicio, iniciada a principis del 1806,
les que ocupen la gran part del llibret que hem esmentat al principi. Ens hi
explica la seva estada al cim del desert de Valéncia durant sis mesos intentant
visualitzar el tur6 des Camp Vell, a Eivissa, a 150 km de distancia. Les trobades
i amistat amb els bandolers de prop de Cullera, al sud de Valéncia; la persecucio
d’un amant geldés a Sagunt; ’estada a la Mola de Formentera, en una casa que
encara avui existeix, i la construccié d’una cabana de pedra al cim de la Mola
de s’Esclop, sobre Andratx, ultim vertex del darrer triangle, hi sén descrits amb
molta amenitat.

A la Mola de s’Esclop el sorprengué I’'aixecament contra Napole6 (1808).
Avisat que, com que el poble creia que era un espia, el pujaven a matar, fugi
vestit de pastor i es refugia a Palma. Alli fou tancat al castell de Bellver, d’on
escapa, i puja a un vaixell que el porta a Alger. Embarca cap a Franca, pero un
corsari de Roses captura el vaixell, i Arago, sense donar-se a coneixer i fent-se
passar per catala, fou tancat a la ciutadella de Roses i a Palamos. Alliberat,
un vaixell I’havia de portar a Marsella, pero una tempesta desvia el vaixell a
Bugia, a les costes algerianes, on, després d’un viatge arriscat, pogué arribar
al consolat frances d’Alger. Alli s’embarca en un vaixell de bandera algeriana,
i arriba finalment a Marsella el juny del 1809, evitant el bloqueig de la flota
anglesa. Tot aixo amb la llibreta d’observacions amagada a la seva robal!
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Un any després (1809) fou elegit membre de ’Académia, per a una vacant a
la qual també aspirava D. Poisson, que hagué d’esperar tres anys a poder-hi
accedir. En el darrer capitol de Memories de la meva joventut ens explica la
seva activitat com a acadeémic, fins al seu nomenament com a secretari perpetu
el 1830, i la seva rentncia la placa de professor de I'’Ecole polytechnique a favor
de Fourier.

No descriurem en aquestes notes de caracter biografic I’obra cientifica
d’Arago, pero si que volem assenyalar que no abandona el seu compromis
politic. Fou membre del govern provisional de la Segona Republica, sorgida
després de la Revolucié del 1848, el qual establi el sufragi universal i I'abolicio
de I'esclavitud a Franca. Com a ministre de la guerra i de marina va suprimir els
castigs corporals a ’armada i millora el tracte als mariners (vegeu el capitol 6
del llibre de P. Murdin Full Meridian of Glory, Nova York, Springer Bussiness
Media, 2000).

Quan Napoleo 111 restabli I'imperi el 1851, Arag6 es retira de la vida politica,
pero li permeteren continuar sent director de I'Observatori fins que es retira a
Estagell el 1853.

Agraiments

Agraeixo a Josep Lluis Solé Clivillés que ens hagi cedit el text sobre Francois
Arago, aixi com la redacci6 del peu de pagina 8. I a David Marin que em va
ajudar en els calculs sobre la fibracié de Hopf.
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Codis correctors d’errors i criptografia postquantica
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Resum: Revisitem el sistema criptografic de clau publica de McEliece, introduit
fa quaranta anys, amb I'ajuda de recursos desenvolupats recentment: una millora
del descodificador de Peterson-Gorenstein-Zierler per als codis correctors d’errors
alternants; un sistema de computacié simbolica i un paquet d’utilitats funcionals per
als calculs emprats en la definicio, codificacié i descodificaci6 de codis correctors
d’errors, tot programat en Python, i una pagina web que dona accés lliure als materials
generats pel projecte. L'interes principal del sistema de McEliece rau en el fet que és
un candidat seriés per a un estandard de criptografia postquantica.

Paraules clau: criptografia postquantica, codis alternants, computacié simbolica,
programari lliure.
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Proleg

Com que els autors d’aquest article no som experts en criptografia, abans de
res ens sembla convenient comentar qué ens ha portat a escriure’l.

El context ha estat el treball, iniciat la tardor del 2015, per dissenyar i progra-
mar PYECC, un entorn que permeti la construccié, codificacié i descodificacio
de codis correctors d’errors i posar-lo a la lliure disposici6é del public, tot pen-
sant basicament en estudiants, docents i investigadors. El nucli d’aquest entorn
és un paquet de classes i funcions de Python! que anomenem CC (vegeu [46]).

Inicialment la idea fou igualar la funcionalitat del paquet WIRIS/CC descrit
a [56], un entorn desenvolupat a fi de poder realitzar les tasques computacio-
nals esmentades per als codis correctors tractats en aquell text. Pero aviat ens
van convencer que podiem anar més enlla en diverses direccions. Una d’elles,
que ha resultat ser un bon test per a PYECC, fou la implementaci6é d'un prototip
rudimentari del sistema criptografic de clau publica descrit a [32].

1 https://ca.wikipedia.org/wiki/Python.
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Aquest estudi del sistema de McEliece ens porta a interessar-nos per la seva
evolucio6 des que es va publicar fa quaranta anys fins a I’actualitat. El resultat és
que segueix sent, com veurem, una de les linies més prometedores en un horit-
70 de criptografia postquantica, locucio introduida el 2003 per D. J. Bernstein
(vegeu [41]) per designar paradigmes criptografics que garanteixin protecci6
contra qualsevol giny de computacio6, actual o futur, incloent-hi els sistemes de
computacié quantica (per a una introduccié general a la computacié quantica,
vegeu, per exemple, [45]; per a una avaluacio recent de la possible evolucio de
I’enginyeria de sistemes de computacié quantica i dels sistemes de criptografia
quantica, vegeu [17, 16] i la nota al final de la secci6 5). Aquest fet ens sem-
bla que té una gran importancia, ja que els estandards criptografics usats en
I'actualitat no ofereixen aquestes garanties. Per exemple, els sistemes basats
en la dificultat de factoritzar nimeros enters, com ara el sistema RSA,? resul-
ten extremament vulnerables a la computacié quantica a causa de la (baixa)
complexitat polinomica del g-algorisme de Shor per factoritzar nimeros enters
(vegeu [45, § 8]).

En gran mesura, el contingut d’aquest treball es correspon amb el de la
conferencia [47] programada en la Jornada de Teoria de Nombres celebrada
el 7 d’octubre del 2017 al Departament de Matematica de la Universitat de
Lleida.? Tanmateix, el desig d’augmentar-ne I'assequibilitat ens ha impulsat a
incorporar forca més detalls dels que es poden comunicar en una presentacioé
oral, i a introduir variacions en I'ordre expositiu per aconseguir que el pendent
de la lectura sigui tan suau com sigui possible.

A la primera seccio6 es descriuen breument els ingredients d’un sistema crip-
tografic de clau publica i amb més detall, a la segona seccio, els que concorren
en un sistema de McEliece. Tot seguit s’exposen, a la tercera seccio, les gene-
ralitats que necessitem sobre codis correctors d’errors, incloent-hi els detalls
especifics sobre els codis d'un sistema de McEliece (codis de Goppa classics
binaris). A les seccions quarta i cinquena es tracten, respectivament, 1’evoluci6
dels sistemes de McEliece i el grau de seguretat criptografica que ofereixen.
L’apendix A conté una breu noticia sobre PYECC, i en particular sobre el seu
us i installacio, i a 'apéndix B es donen els detalls més rellevants sobre la
implementacié usant PYECC d’'un sistema de McEliece.

1 Criptografia de clau publica

En un sistema criptogrdfic, un missatge M és encriptat en un criptograma C
amb una funcié Ey que depén d'un parametre k anomenat clau d’encriptacio:

C =Ex(M).

2 Vegeu https://ca.wikipedia.org/wiki/RSA.
3 Seminari «Cargols 2017», organitzat pel Grup de Recerca en Criptografia i Grafs, http://www.
cig.udl.cat/.
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La descodificacio Dy (C) corresponent es realitza mitjancant una funci6 Dy,
també depenent d'un parametre k' (clau de desencriptacio), i el primer requisit
fonamental és que s’ha de complir la relacio

Dy (C) = Dy (Ex(M)) = M. (1)

A més, les funcions E i D s’han de poder calcular eficientment.

Per tal que es pugui verificar ’equacié (1), k i k" han d’estar relacionades i,
per tant, un usuari emissor i un usuari receptor han de compartir informacié
adient sobre k i k’. L'intercanvi d’aquesta informaci6 de manera que altres usua-
ris no hi puguin accedir és I'anomenat problema de distribucio de claus. Un pas
cabdal en la soluci6 d’aquest problema fou I'’esquema de Diffie i Hellman [22]
publicat el 1976. Segons afirmen en el resum els seus autors: «les necessitats
de telecomunicacié han donat lloc a la necessitat de nous tipus de sistemes
criptografics que minimitzin la necessitat de disposar de canals de distribucio
de claus segures i que proporcionin I’equivalent a una signatura per escrit.
Aquest article suggereix maneres de resoldre aquests problemes actualment
oberts». Una de les maneres que proposen és la dels sistemes criptogrdfics de
clau publica, «que permeten la transmissié d’informaci6 per canals insegurs
sense comprometre la seguretat del sisteman.

En un sistema criptografic de clau publica, com ara el de McEliece, cada
usuari té una clau d’encriptacié publica i una clau de desencriptacio privada (o
secreta). Abans d’entrar en més detalls, illustrem breument el funcionament
en el cas del familiar sistema RSA. Publicat el 1978 per Rivest, Shamir i Adle-
man [44], en descrivim el funcionament a continuaci6 (com a referencia general,
vegeu [20]).

Tot usuari disposa de la seva clau en una part privada i una part publica. La
part privada esta formada per dos nameros primers p i g, i la clau publica,
pel producte n = pq i per un namero natural k primer amb (p —1)(q — 1).
L'encriptacioé que fa un altre usuari del missatge M (que podem suposar que és
un namero enter no negatiu inferior a n) s’obté per la férmula

C = M¥ mod n, (2)

ila descodificaci6 amb
c¥ mod n, (3)

on k' és I'invers de k modul (p —1)(g —1). Larelacié (1) en aquest cas significa
que

M* = M mod n, (4)

la qual és una conseqiiéncia directa de resultats elementals d’aritmeética mo-
dular i per als quals el lector pot consultar [20, § 3.3.1]. Adonem-nos que un
sistema RSA és segur sempre que la factoritzaciéo de niimeros enters grans
sigui un problema dificil.
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2 Ingredients d’un criptosistema de McEliece

Els ingredients generals d’aquest protocol d’encriptacié sén els segiients:

e I = F;, un cos finit de cardinal g (aqui el cas més important sera F = Z>).

e k, un numero enter positiu. Dels elements de I’espai F¥ en direm missat-
ges.

e n > k,un namero enter. Dels elements de ’espai F" en direm missatges de
transmissio o també missatges de canal. Si x € F", posarem |x| per
denotar el nombre de components no nulles de x i direm que és el pes
de x.

Aquests ingredients son publics i hom suposa que qualsevol usuari del
protocol pot generar missatges i missatges de transmissio, i que pot enviar
qualsevol missatge de transmissio a qualsevol altre usuari.

Cada usuari també ha de disposar de mitjans per generar els objectes
i efectuar els calculs adients al seu paper d’emissor o receptor. Tot seguit
descrivim aquests objectes i operacions segons que es tracti de generar claus
(clau privada i clau publica) per tal d’esdevenir un usuari receptor, d’encriptar i
enviar un missatge en el cas d'un usuari emissor, o de desencriptar un missatge
rebut en el cas d'un receptor.

Generacio de claus. Una clau privada, que denotarem {G, S, P}, esta formada
per tres matrius d’elements de F:

e G, matriu k X n de rang k.

e S, matriu k X k invertible seleccionada aleatoriament segons la distribucio
uniforme.

e P, matriu n X n de permutacio seleccionada aleatoriament, també segons
la distribucié uniforme.

La propietat més decisiva de la matriu G per a un usuari receptor és que ha
d’existir una funcio
D:X - F" onXcF",

que gaudeixi de la propietat segiient, on t és un namero enter positiu prefixat:

(%) Per atotu € FKitote € F" amb |e| < t, es compleix

x=uG+ecX i D(x)=uG.

D’aquesta funcié D en direm descodificador, i ens referirem a la propietat
anterior dient que D pot corregir fins a t errors. Dels elements de X es diu que
son vectors descodificables.

En principi, cada usuari pot tenir el seu propi descodificador, en el sentit que
I’'algorisme emprat per calcular D, i la seva implementacio, poden ser privats
per als usuaris que ho desitgin. Tanmateix, cal dir que un sistema complet ha
d’incorporar un descodificador que serveixi per a tothom (descodificador per
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defecte), i que en principi és raonable pensar que tots els usuaris poden ser
emissors i receptors.

La teoria fonamental que usarem per a la construccié de descodificadors
apropiats és la teoria de codis correctors d’errors.

La clau publica corresponent a la clau privada {G, S, P} és un parell {G',t}
definit com segueix:

e G' = SGP, que és una matriu k x n.
e Un numero enter positiu ¢ que satisfa (x).

Protocol d’encriptacio. El protocol que ha de seguir un usuari que vol encriptar
i enviar un missatge u a I'usuari amb clau publica {G’, t} consta de dos passos:
e Generacio aleatoria d’'un vector de transmissio e de pes t.
e Tramesa del vector x = uG’ + e = uSGP + e.

Protocol de desencriptacio. Consta de quatre passos que només usen informacié
privada del receptor i el vector x enviat per I’emissor:

e Calcul de y = xP~!, de manera que y = (uS)G + eP~1.
e Calcul de x" = D(y). Com que P és una matriu de permutacio,

leP7l| =le| =t

i, per tant, aquesta operaci6 esta ben definida, ja que D corregeix fins a
t errors. El resultat és x’ = (uS)G. Es a dir, x’ és una combinaci6 lineal
de les files de G amb coeficients u’ = usS.

e Com que G té rang k, u’' queda univocament determinat per x’ i es pot
obtenir resolent el sistema d’equacions lineals x’ = u’G, on la incognita
és el vector u’'.

e Calcul de u = w'S~!. Missatge rebut correctament!

Per als aspectes computacionals d’aquests ingredients, vegeu: A.2 «Aritmeti-
ca modular», A.3 «Polinomis irreductibles», A.4 «Construccié de cossos finits»,
A.5 «Vectors i matrius», i A.6 «Utilitats per al sistema McEliece».

3 Codis de Goppa classics

En el que segueix, posem F (k, 1) per denotar les matrius d’ordre k xn formades
amb elements d’un cos F.

Codis lineals: conceptes basics i notacions Un codi (lineal) de tipus [n, k]
sobre Fj; és un subespai vectorial C de dimensio k de Fj'. En particular s’ha de
complir k < n. Diem que n i k son la longitud i la dimensio de C, respectivament,
iescrivim C ~ [n, k]. La taxa de transmissio de C és el quocient R = k/n.
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Una matriu G de tipus k X n es diu que és una matriu generadora de C
si les seves files formen una base de C. Donada una matriu G de tipus k X n,
posem (G) per denotar el subespai vectorial generat per les files de G. Es un
codi de tipus [k’,n], on k' és el rang de G. En el cas que G sigui una matriu
generadora de C, llavors (G) = C.

Si G és una matriu generadora del codi C ~ [n, k], I'aplicaci6 lineal f: F(;‘ -
F#, u — uG, és injectiva i la seva imatge és C. De I'aplicacio f es diu que és un
codificador de C,isiu € FX, x = f(u) és la codificacio de u.

EXEMPLE (EL CODI DE HAMMING BINARI [7,4]). x = uG, on

0
0
G= 1
0

-0 o O
— O =
— -0

1 0 1
01 1
00 1
00 0
Els codis lineals també es poden descriure mitjancant el que podem anomenar
construccio dual. Sigui H una matriu de tipus X n i suposem que el seu rang

és r. Llavors
Chy={xelF":xH" =0} =kerHT

és un codi lineal [n,n — v]. De la matriu H es diu que és una matriu de control
de Cy. Es clar que podem formar una matriu generadora de Cy escollint una
base de ker HT.

EXEMPLE. La matriu

H =

,_.._.._.
—_ O M

0 0 0
1 10
1 0 1

O = =
OO

és una matriu de control del codi de Hamming [7,4]. En efecte, si posem R
per denotar la submatriu formada per les tres darreres columnes de G, llavors
G = (4IR), H = (RT|I3), 1

GHT = (I4|R) (IE) =R+R=0.
3

Per tant, C = (G) < ker HT, que de fet és una igualtat perqué els dos termes de
la inclusi6 tenen dimensio6 4.

REMARCA. Una matriu generadora de la forma G = (Ix|R) es diu que és sistema-
tica respecte de les components 1,...,k, ja que x = uG = (u|uR) i aix0 permet
recuperar u com les primeres k components de x. En aquest cas, un argument
similar al de ’exemple anterior ens permet concloure que H = (-RT|I,,_x) és
una matriu de control de (G). Remarquem que H = (RT|I,,_x) en el cas binari.

La construcci6o dual admet la generalitzacié que descrivim a continuacio i
que usarem per construir els codis de Goppa classics. Sigui F = F; i F = Fym,
on m és un numero enter positiu. Sigui H una matriu de tipus r X n amb
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components de F i suposem que el seu rang és 7. Llavors podem definir el codi
lineal/F
Car=CgnF"={xeF":xH" =0},

Per trobar una matriu de control H (sobre F) d’aquest codi, podem procedir
de la manera segiient. Sigui H' la matriu sobre F obtinguda substituint cada
element B de H per la columna de les m components de B relativament a
una base de F sobre F, de manera que H' € F(rm,n). Finalment, sigui H el
resultat de suprimir les files de H' que sén combinacio lineal de les anteriors,
H € F(r’,n). De la construcci6 es desprén que

Car=Cn =Cq

i, per tant, dim Cy = n — v'. Atés que v’ < mv, resulta que k > n — v’. També
es compleix que ¥’ > ¥ 0 k < n — r (vegeu, per exemple, [56, prop. 4.1]). Per a
un exemple concret de calcul de H', H, v’ i k, vegeu A.7.

Un descodificador d’'un codi C és una aplicaci6é exhaustiva g: F* — C U E
(uni6 disjunta), on E és un conjunt de «missatges d’error», que compleix
g(x) =xperatotx e C.

El conjunt g—1(C) < F" és el dels vectors descodificables, mentre que el con-
junt F* — g=1(C) = g~'F és el conjunt dels vectors erronis. Un descodificador
és complet si g~ (C) = F™ (cas en el qual F = Q).

Diem que el descodificador g té capacitat correctora t si g(y) = x per a tot
vector y € F*tal que |y — x| < t.

Si posem B(x,t) = {y € " : |y — x| < t} (d’aquest conjunt es diu que és
la bola de Hamming de centre x iradi t), aleshores tenim que UxecB(x,t) S
g HC)igB(x,t)) = {x}.

Codis de Goppa binaris Per completar la construccié d'un sistema de McEliece,
I'ingredient més important que ens falta és una matriu generadora binaria G
que compleixi la condici6 (*) de la pagina 150. Dediquem el que resta d’aquesta
secci6 a descriure com es resol aquest problema. Per a la construccio6 efectiva
de les matrius S i P, vegeu A.6.

Si bé és cert que el sistema inicial de McEliece és binari, la descripci6 dels
codis de Goppa classics la farem sobre un cos finit F qualsevol. Preparem aixi
el terreny per poder considerar variacions del sistema original introduides
posteriorment sense que, de fet, representi cap dificultat teorica addicional.

Sigui, doncs, F = F; un cos finit (F = Z; en el cas binari). Escollim un
numero enter positiu m i posem F = F;m. Escollim elements distints & =
X1,..., &, € F, cosa que implica n < g™, iun polinomi p € F[T] de grauv > 1
tal que p(;) # 0 (j = 1,...,n). Finalment posem h; = 1/p(x;) (j =1,...,n) i
I'=T(p,x) :=Cqp,on

hl s hn
_ h1(X1 s hno(n
H = .

r—1 r—1
hlo(l l’an(n
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Diem que T és el codi de Goppa classic associat a p i «. Com que el nombre
de files de H és r, i F té grau m sobre F, k = dimT'(p, @) compleix, pel que ja
hem dit, que n — v > k = n — ¥m. A més, resulta que I' corregeix t o menys
errors, on t és la part entera de /2 [56, p. 191]. En el cas binari, I corregeix v
0 menys errors si p no té arrels multiples [56, exercici P.4.7, p. 194]. De fet, en
aquest cas es compleix que I'(p, ) = I'(p?, &) i, per tant, aquest codi corregeix
t errors si t < v. Per a un exemple detallat, vegeu A.8.

Descodificadors Els codis de Goppa classics son un cas especial dels anome-
nats codis alternants. L'interes d’aquests codis no rau només en el fet que els
constructors de codis de Goppa classics son especialitzacions dels constructors
de codis alternants, siné que els codis alternants admeten descodificadors ge-
nerals eficients que proporcionen bons descodificadors per als codis de Goppa
classics i, en particular, per als codis de Goppa classics binaris.

El paquest PYECC inclou implementacions dels dos descodificadors prin-
cipals per a codis alternants: el de Berlekamp-Massey-Sugiyama (BMS) i el de
Petterson-Gorenstein-Zierler (PGZ). Vegeu '’exemple A.9.

4 Evolucio dels sistemes de McEliece

El context en qué McEliece va proposar el seu sistema va ser el creat pels
treballs de Diffie i Hellman [22], en queé van introduir la noci6é de sistema
criptografic de clau publica; de Merkle i Hellman [33], en qué van proposar
el sistema basat en la dificultat de 'anomenat problema de la motxilla,* i
sobretot de Rivest, Shamir i Adleman [44], en qué van proposar el celebrat
sistema RSA basat en la dificultat de factoritzar nimeros enters (vegeu § 1).
El sistema de McEliece fou el primer sistema de clau publica basat en la teoria
dels codis algebraics que havia introduit Goppa el 1970 [28], i que aqui en
diem codis de Goppa classics (en el marc dels codis de Goppa generals, es
corresponen amb els codis de génere 0).> Esmentem també que els parametres
escollits per McEliece per illustrar diversos aspectes del seu sistema van ser
[n,k] =[1024,524] it = 50, que garantien una seguretat de més de 60 bits,
considerable fa quaranta anys, pero no, com veurem a la seccié segiient, en les
circumstancies actuals.

Una modificaci6 del sistema de McEliece va ser proposada per Niederreiter
el 1986 [37]. La clau privada d’aquest sistema és una terna {H, S, P} de matrius
binaries de tipus n X (n—k), (n—k) X (n—k) i n X n, respectivament. Aquestes
matrius han de satisfer les condicions segilients: H és una matriu de control
d'un codi de Goppa classic binari I' ~ [n,k] (és a dir, y € T si i només
si yHT = 0) que corregeix t errors, S és una matriu no singular escollida
aleatoriament segons la distribucio uniforme, i P és una matriu de permutacio,

4 Vegeu https://ca.wikipedia.org/wiki/Problema_de_la_motxilla, on també es docu-
menta la ruptura d’aquest sistema el 1982 per Shamir.
5 McEliece no cita I'article de Goppa i, en canvi, remet a les pagines 179-1801i 193-194 de [31].
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també escollida aleatoriament segons la distribucié uniforme. La clau publica
corresponent és el parell {H',t}, on H = PHS. Els missatges u son vectors
binaris de longitud »n i pes t. El missatge encriptat és x = uH’' = uPHS.
El receptor recupera u de la manera segiient: (1) calcula s = xS~! = uPH,
(2) com que coneix H, pot trobar u’ = uP = D(s,x) amb un descodificador D
apropiat (algorisme de Patterson [39], que avui convé veure com una variant
dels descodificadors estandard BMS o PGZ), i (3) com que coneix P, pot trobar
u = u' P!, que és el missatge enviat. Els valors dels parametres en la illustracio
inicial eren [n, k] = [1024,644], t = 38. Per a la generacio eficient de missatges
de pes t i longitud n, vegeu [48].

En I'estudi dels sistemes de McEliece i Niederreiter presentat a la memoria
d’habilitaci6 de Sendrier de 2002 [49], s’afirma: «Després de vint anys d’esforcos
[i cita una dotzena llarga de treballs], cap criptoanalisi ha pogut rompre aquests
sistemes». Com veurem, aquesta apreciacio segueix essent valida.

El problema de modificar els sistemes de McEliece i Niederreiter per poder
funcionar amb claus publiques substancialment menors és considerat per
Gaborit a [26]. Serveixin, com a illustraci6 del resultat, les dades segiients:
per a longituds 2047 i 4095, son suficients claus publiques de 12 KB i 20 KB,
respectivament. Per a més detalls de com estaven les coses fa una decada,
és recomanable I'article [24]. Per als autors, «la criptografia basada en teoria
de codis és una alternativa interessant a la criptografia basada en teoria de
nombres», ja que «moltes de les funcions criptografiques basiques [...] es
poden realitzar amb conceptes de teoria de codis».

També cal esmentar I'article [12], que entre d’altres qiiestions proposa nous
parametres per als sistemes de McEliece i Niederreiter que assoleixen bons
nivells de seguretat contra tots els atacs coneguts i amb longituds de les claus
considerablement menors. A més, s’afirma que «els computadors quantics no
aporten millores significatives a la poténcia dels atacs més enlla de possibles
millores genériques derivades de I'algorisme de Grover i, per tant, I'esquema
criptografic de McEliece és un dels candidats interessants per a la criptografia
postquantica» (per a I’'algorisme de Grover, podeu consultar per exemple [45,
§ 5)).

Sibé la noci6 de criptografia postquantica va ser introduida, com ja s’ha dit,
el 2003, al nostre entendre I'inici més visible es produeix quan a la publicacio
del magnific manual de criptografia convencional [29] va seguir, un any més
tard, la del volum [10]. En aquest volum, el primer d’aquest nou enfocament
de la criptografia, és important I’article introductori de D. J. Bernstein [7], que
en particular presenta els quatre paradigmes considerats més prometedors.
A més de la criptografia basada en codis (article d’Overbeck i Sendrier [38]),
es consideren també sistemes basats en polinomis de diverses variables, en
reticles de R™ (vegeu [53] per a un article recent sobre la qiiestio), i en funcions
hash. En l'article de Bernstein tot just esmentat, trobem el que podria ser
el leitmotiv de la criptografia postquantica: «No hi ha justificacio per saltar
de l'afirmaci6 “els computadors quantics destrueixen RSA, DSA i ECDSA” a
I'afirmacio6 “els computadors quantics destrueixen la criptografia”. Hi ha moltes
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classes importants de sistemes criptografics més enlla de RSA, DSA i ECDSA».
De fet, en I'article d’Overbeck i Sendrier llegim: «Passades tres décades, s’han
hagut d’ajustar una mica els parametres, pero no es coneix cap atac que
representi una amenaca seriosa [als sistemes de McEliece], ni tan sols els d'un
computador quantic».

Aquestes apreciacions s’han repetit, i fins i tot reforcat, en els darrers anys.
Esmentem una mostra de treballs en qué s’aprofundeix en diverses direccions:
[15], [13] (aquest article proposa nous parametres per aconseguir un bon nivell
de seguretat davant de tots els atacs coneguts), [3], [34], [36] (tesi doctoral),
[40] (una altra tesi doctoral, en la qual es revitalitzen els codis de Srivastava
generalitzats, i amb implementacions efectives), [43], [54] i [21].

En tota aquesta decada postquantica, un pioner a tenir en compte és
D. J. Bernstein, que ja hem citat i del qual en recomanem la pagina web: [6].
També val la pena consultar la pagina que publica amb T. Lange, [41], i seguir
la conferencia PQC 2018, enfocada a aconseguir una estandarditzaci6 dels
protocols criptografics postquantics i de la qual podeu trobar informaci6 a [19].

5 Seguretat criptografica d’un sistema de McEliece

El mateix McEliece a [32] considera la qiiestio de la seguretat que podia oferir
el seu sistema. En un planteig general, hom suposa que un espia, diguem-ne E,
ha aconseguit el vector encriptat x enviat per un usuari i que coneix la clau
publica del destinatari, és a dir, G’ = SGP i t. Quines possibilitats té d’obtenir
el missatge inicial u?

Intentar descodificar x = uG’ + e usant la matriu coneguda G’ no es pot
considerar prometedor, si k és suficientment gran, ja que el problema de
descodificar codis lineals [n, k] és NP-complet (cf. [5]).

L’altre atac que va considerar McEliece al seu sistema és més sorprenent.
L’espia pot seleccionar k coordenades de x aleatoriament. Si té sort, cap
d’aquestes coordenades sera erronia i podra determinar u resolent el sistema
d’equacions lineals X = uG’, on X és el vector format amb les coordenades
de x seleccionades i G’ és la submatriu de G’ formada amb les columnes cor-
responents als indexs de Xx. Si no té sort, alguna de les entrades seleccionades
sera erronia i el sistema no tindra solucio. Aquest atac és més serios del que
podria semblar a primera vista. En efecte, decidir si el sistema X = uG’ és
compatible, i trobar la solucié6 si en té, comporta un nombre d’operacions de
I'ordre de k3, mentre que la probabilitat d’escollir k coordenades no erronies és

(2 /)= (- 8) (1 35) (1 ) < 0,

de manera que el nombre d’operacions que I’espia ha d’esperar fer per tenir
éxit és superior a k3/(1 — t/n)k. Amb els parametres de la illustracié de
McEliece, aix0 comporta un esforc no inferior a 2%¢ operacions, un fet que
podem expressar dient que assoleix una seguretat de 64 bits (relativament a
I'atac en qiiestio).
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FIGURA 1: Grau de seguretat en bits del sistema de McEliece en funcié de
la taxa de transmissié R = k/n i per a longituds n = 2! (I = 10,...,13)
del codi. Com a grau de seguretat es pren el logaritme en base 2 del
nombre d'unitats de computacié (factor de treball) de 'atac més fort
conegut.

La figura 1, adaptada de la figura 6.2 de [49], resumeix el grau de seguretat
del sistema de McEliece a principis d’aquest segle. Hi hem afegit les linies
de punts per tal de poder-lo comparar amb el grau de seguretat que acabem de
comentar. Veiem que, tenint en compte tots els atacs, els parametres originals
garanteixen 63 bits de seguretat, i que amb una taxa una mica superior (0.625 en
lloc de 524/1024 = 0.512) es té, per la mateixa longitud, una seguretat de
64 bits, en remarcable coincidéncia amb 1’analisi inicial.

Sendrier també remarca que, si bé els dos sistemes tenen avantatges pel
que fa a la facilitat d’implementacio, la seva clau publica és relativament gran.
També anuncia un resultat que cal considerar important, ja que fins aleshores
no s’havia aconseguit trobar: un esquema de signatura digital basat en McEliece.

Les referencies que segueixen posen de manifest que aquests resultats de
Sendrier sobre el grau de seguretat continuen essencialment vigents, sovint
amb variacions pel que fa als codis emprats: [50, 52, 23, 2, 27, 11, 1].

En I'article [2] es consignen les recomanacions inicials del projecte PQCRYP-
TO, ja esmentat, pel que fa a la confianca en la seguretat dels sistemes, més
que no pas en 'eficiéncia. Per exemple, per als sistemes de McEliece basats en
codis de Goppa classics binaris, els parametres que es proposen son n = 6960,
k=54131it =119 per assolir 128 bits de seguretat. La seguretat de 128 bits
és inferior als 172 bits que dona el recompte de McEliece que hem comentat
abans, la qual cosa s’explica pel fet que en les estimacions es tenen en compte
tots els atacs coneguts que s’havien imaginat fins a aquell moment. Per a més
detalls sobre el sistema de McEliece proposat per Bernstein et al., i també sobre
una variant del McEliece-Niederreiter, vegeu [18].



158 Narcis Sayols i Sebastia Xambo

Acabem la secci6 amb unes referéncies sobre progressos en computacio
quantica que poden ajudar a entendre per que aquest recurs, fins i tot amb tota
la potencia imaginable en el futur, potser no pot arribar a ser tan poder6s com
s’ha estimat en moments passats i que molt probablement mai sera suficient
per trencar alguns dels sistemes que com el de McEliece tenen tot el potencial
de ser realment postquantics: [17, 9, 8, 14].

Tanmateix, cal esmentar que el treball pioner de Shor [51] va contribuir
a promoure el camp de la criptografia quantica, I'objetiu de la qual és usar
les propietats quantiques dels sistemes per dissenyar sistemes criptografics.
Per a una descripci6 elemental d’aquests sistemes, vegeu [16] i la bibliografia
corresponent. Per a una visié general, que inclou la relacié amb la criptografia
postquantica, vegeu [55, 18] i els ja citats [10, 8, 11].

A Introduccio a PYECC

L’arquitectura de PYECC es basa en una jerarquia de classes de Python gestiona-
da mitjancant un paquet de funcions que li serveix d’interficie. Per als detalls
sobre aquesta arquitectura, aixi com sobre la installacio i us, vegeu [46]. En la
resta d’aquest apéndix s’exposen unes consideracions generals destinades a
illustrar-ne el funcionament.

A.1 Valors i noms

Tot objecte creat amb PYECC té un nom per defecte. Per exemple, Zn(6) crea
I'anell Zg i el seu nom és Z6. Podem optar per donar-li un nom, posem ’A’,
amb la sintaxi Zn(6,’A’). La llista segiient mostra la seva flexibilitat (emprem
els simbols -> per indicar que el valor que els segueix és el de I'expressio
anterior):

Zn(6)

--> 76 :: Ring
A = Zn(6)

A

--> 76 :: Ring
Z6 = Zn(6,’A’)
Z6

--> A :: Ring
A = Zn(6,’A”)
A

--> A :: Ring

Un altre exemple és que I'anell de polinomis A[X] sobre ’anell anomenat A es
pot crear amb polynomial_ring(A), i es pot optar per donar altres noms a la
indeterminada i al mateix anell de polinomis:

A = Zn(6)
polynomial_ring(A)
--> [Z6[X] :: Ring, X :: Z6[X]]
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A = 7Zn(6,’A’)
polynomial_ring(A)

--> [A[X] :: Ring, X :: A[X]]
polynomial_ring(A,’t’)

--> [A[t] :: Ring, t :: A[t]]
polynomial_ring(A,’t’,’P’)
--> [P :: Ring, t :: P]
polynomial_ring(A,name="P’)
--> [P :: Ring, X :: P]

Convencions similars son valides per a la creaci6é d’extensions de cossos o
d’anells, com es veura en els exemples que segueixen.

A.2 Aritmeética modular

En general, Zn(n) creal’anell Z,, = Z/(n), i en particular el cos de n elements
quan n és primer. Si A i B s6n anells construits i existeix un homomorfisme
«canonic» de A a B, la imatge de a € A a B per aquest homomorfisme es
denota a»B.

A = Zn(17)

# Projecci6 de 3 a A

a = 3>>A

--> 3 :: 717

# Ordre de 1’element a

order(a)

--> 16

# Ordre de 3 modul 17

order(3,17)

--> 16

# Poténcies de a, vistes com enters

[Tift(ax*j) for j in range(17)]

--> [1, 3, 9, 10, 13, 5, 15, 11, 16, 14, 8, 7, 4, 12, 2, 6, 1]
# Poténcies de 3 modul 17

[3%%xj % 17 for j in range(17)]

--> [1, 3, 9, 10, 13, 5, 15, 11, 16, 14, 8, 7, 4, 12, 2, 6, 1]
# Poténcies de a

vector([a**j for j in range(17)])

--> [1,3,9,10,13,5,15,11,16,14,8,7,4,12,2,6,1] :: Vector[Z17]

A.3 Polinomis irreductibles

Per a la construcci6 de la matriu G d’'una clau privada de McEliece és necessaria
I'eleccié d’'un polinomi monic irreductible p de grau ¢ sobre F = F; (f és el
segon element de la clau publica). A tal fi tenim la funci6

p = get_irreducible_polynomial(F,t)

Com que aquesta funcio itera la selecci6 aleatoria d’'un polinomi p monic de
grau t mentre p no sigui irreductible, és important conéixer la probabilitat
que p sigui irreductible. El resultat és que aquesta probabilitat és ~ 1/t com a
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conseqiieéncia de la formula de Gauss que dona el nombre I, (¢) de polinomis
monics irreductibles de grau t sobre Fg:

I(t) = 1> pt/dygt =4 + - -
dalt

De fet, la probabilitat esmentada és 1,(t)/q" = % + .-+, jaque q* és el nombre
de polinomis monics de grau t. Vegeu la figura 2 en la qual es mostra la primera
cella d'un notebook de Jupyter (Nb) que conté codi PYECC per calcular I,;(¢) i
tabular-ne uns quants valors.

A.4 Construccio de cossos finits
La creaci6 de cossos (i anells) finits es pot fer com en '’exemple segiient.

# Creaci6 del cos binari

K = Zn(2)

# Creaci6 del cos F = F8 com a K[X]/(f=XA3+X+1), amb a = X mod f
[F,a] = extension(K,[1,0,1,1],’a’,’F’)

Si A ésun anell ja construiti C = [1,ay,...,a,] és una llista d’elements de A
amb primer element 1, PYECC crea I’anell

B=AX]/(f=X"+a X" '+ - +a,1 X +a,),
i ensems fa I’assignacié x = X mod f, amb I'expressio
[B,x] = extension(A,C,’x’,’B’)
Com ja s’ha dit abans, I'anell de polinomis P = A[X] es pot crear amb I’expressio
[P,X] = polynomial_ring(A,’X’)
Uncop creat P,si f = X" + a1 X" ' +--- +a,_1X + a, € P, 'expressio
[B,x] = extension(A,f,’x’,’B’)

té el mateix valor que I'expressio [B,x] = extension(A,C,’x’,’B’) d’abans.

A.5 Vectors i matrius

Sigui A un anell i n un ntmero enter positiu. La funcié v = vector(A,n) crea
el vector nul de longitud n amb coeficients de 'anell A. Siae AiQ0=<j<
n, 'expressio v[j] = a assigna a a la component j-ésima de v, i si a és
una llista d’elements de A, vector(a) la trasforma en un vector. Analoga-
ment, 'expressio M = matrix(A,k,n) crea la matriu nulla de k files i n co-
lumnes, i es pot assignar I’element a € A a la casella (i,j) amb l'expres-
si6o M[i,j] = a. Si aq,...,ak son llistes de longitud n d’elements de A, I'ex-
pressio matrix([ay,...,ax]) les transforma en la corresponent matriu k X n.

A.6 Utilitats per al sistema McEliece

Dels ingredients que entren en un sistema de McEliece, hem vist com es pot
construir G a la secci6é 3. A continuacié es mostra com podem construir les
matrius PiS.
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La funci6 permutation_matrix(n) crea una matriu de permutacio
d’ordre n escollida uniformement. En la implementaci6é s’usen les fun-
cions ZZ(), que crea I’anell dels numeros enters, i permutation(n), que sub-
ministra una permutaci6 aleatoria, uniformement distribuida, del conjunt N =
[0,1,...,n—1].

def permutation_matrix(n):
N = Tlist(range(n))
p = permutation(n)
P = matrix(ZZ(Q,n,n)
for j in range(n):
P[j,p[i1] =1
return P

Adonem-nos que I'expressié P[j,p[j]]=1 posaun 1 ala fila j, columna p[j].
La funci6 rd_GL (n, F) crea una matriu de F(n) invertible escollida unifor-
mement. Esta definida de la manera segiient:

def rd_GL(n,F=Zn(2)):
a = rd_nonzero(F)
A = matrix([[al])
for _ in range(2,n+1):
A = rd_extend(A)
return A

La part central és la funcié rd_extend(A), que crea, donada una matriu inver-
tible A € F(k), una matriu invertible B € F(k + 1) que segueix la distribuci6
uniforme si A té la mateixa propietat. Com que el valor inicial de A és clarament
una seleccio uniforme d’una matriu invertible de F(1), la iteracio produeix una
matriu invertible de F(n) distribuida uniformement.

La definici6é de rd_extend(A) esta inspirada en el senzill algorisme recur-
siu de D. Randall publicat a [42]. Primer se selecciona un vector no nul de
longitud k + 1 i es posa v per indicar I'index de la seva primera component no
nulla. La linia rd_insert (A, r) crea primer una matriu de F(k, k + 1) inserint
una columna aleatoria d’elements de F entre les columnes d’indexs » — 1 i
v de A, després en fa una matriu invertible de F(k + 1) afegint una primera fila
de 0 amb un 1 en la posici6é d’index 7, i finalment multiplica el resultat per la
matriu obtinguda de la matriu identitat Iy, per substituci6 de la seva r-ésima
fila pel vector v. Tot comptat, a la fi resulta la definici6 segiient:

def rd_extend(A):

k = ncols(A); F = K_(A)
v = rd_nonzero_vector(F,k+1)
r=20
for j in range(k+1):
if v[j]!=0:
r = j; break

A = rd_insert(A,r)
X = v[r]
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for j in range(r+1l,k+1):

Al:,3] = A[:,31+ AL[:,r]=v[j]
A[:,r] = x*A[:,r]
return A

En lloc de donar aqui una explicacié més detallada, que podeu trobar a [46],
ens sembla més adient illustrar la construcci6 en el cas de matrius invertibles
de F(2). Inicialment tenim un element aleatori no nul a € F i v pot tenir una de
les dues formes segiients: v = [b,y]ov = [0,b] (b,y € F, b # 0). En el primer
cas, I'explicacié que hem donat es concreta (posant x € F) en I’expressio

(v @) 1) wha)

En el segon cas, resulta ’expressio (posant x € F)

0O 1\(1 O\ (O b

a x)\0 b)) \a xb)"
La primera expressié dona totes les matrius invertibles de F(2), la prime-
ra fila de les quals té un element no nul en la primera posicio. El nombre
de matrius aixi obtingudes és mg = g%(q — 1)2. La segona expressio dona les
matrius invertibles de F(2), la primera fila de les quals comenca amb 0. El
nombre d’aquestes matrius és m; = q(q — 1)?, i és immediat comprovar que
mo +mi1 = (@° — 1)(g° — q), que és el cardinal del grup lineal GL(2, F). Aix0
prova que els elements d’aquest grup apareixen uniformement quan es generen
pel procediment explicat.

A.7 Calcul de matrius generadores

La funcié bTow(H, F) calcula H' i la funci6é prune(H’) elimina les files que son
combinaci6 lineal de les anteriors, de manera que al final del procés tenim una
matriu de control H.

n=7;r=2

K = Zn(2)

[F,a] = extension(K,[1,0,1,1],’a’,’F’)
R1 = [1,1,1,1,1,1,1]

R2 = [1,a,a#%2,a%*3,ax*4,a**5,a%=6]

HH = matrix(F, [R1,R2])
prune(bTlow(HH,F))
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Aix0 mostra que la dimensi6 del codi és 7 — 4 = 3. Adonem-nos que les
components de 1 € F respecte de la base {1,a,a?} de F sobre K son [1,0,0],
de manera que la matriu blTow(HH, F), que és de tipus 6x7, té dues files de zeros
i per tant 'efecte de prune(blow(HH,F)) és simplement eliminar aquestes
dues files.

A.8 Exemple de codi de Goppa

# Un codi de Goppa [19,12] sobre F5

F5 = Zn(5)

# Creacid del cos F25, amb generador x tal que x#%2-2=0
[F25,x] = extension(F5,[1,0,-2],’x",’F25")

# Creaci6 de 1’anell de polinomis F25[T]

[A,T] = polynomial_ring(F25,’T’)

# Conjunt dels elements no nuls del cos F25

# [1:] exclou 1’element d’index 0, que és 0>>F25

a = Set(F25)[1:]

# Creacid d’un polinomi p

p=Tsx6 + Txx3 + T + 1

# Llista d’elements de a que no sébn arrels de p
a = [t for t in a if evaluate(p,t)!=0]

n = len(a)

--> 19

# Creacid del codi C de Goppa associat a p i a

C = Goppa(p,a)

# La matriu de control de C s’obté amb 1’expressié H_(C)
H = blow(H_(CO),F5)

n - rank(H)

--> 12

En I'exemple anterior, p té sis arrels (2, 2, 3, 4, a + 2, 4a + 2) i, per tant, la
longitud del codi és 25 — 1 — 5 = 19. El rang de H resulta ser 7 i, per tant,
k=12.

A.9 Descodificacio

L’exemple que segueix és una continuaci6 de I’exemple anterior i illustra una
descodificacié amb PGZ.

# Generacid d’un vector d’error aleatori de pes 3

e = rd_error_vector(Z5,n,3)

--> e = [0,1,0,0,0,3,0,4,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]

# Descodificacio de e amb PGZ

PGZ(e,O)

--> PGZ: Error positions [1,5,7], error values [1,3,4]
ro,o,o0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] :: Vector[Z5]

A.10 Entorns Jupyter

Acabem aquesta seccié veient un exemple del funcionament de Jupyter.S

6 http://jupyter.org/.
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Referint-nos a la figura 2, la primera linia és un comentari que conté el titol
del notebook. Amb la comanda de la segona linia, from PyECC import =*,es
carrega el paquet PYECC. En la definici6 de la funcié irr(q,m), divisors i
mu_moebius sén funcions de PYECC que calculen la llista ordenada de divisors
de m i el valor u(m//d) de la funcié de Mobius per al quocient enter de m
per d, quocient que en Python s’expressa m//d (cal remarcar que el valor de
I’expressio m/d és un numero decimal). El resultat de show(M) és equivalent a
la taula segiient.

# Irr g(t)

from PyECC import *

def irr(qg,t):
N =20
D divisors(t)
for d in D:
N += mu moebius (d) *q** (t//d)
return N//t

M=[[irr{q,t) for t in range(l,8)] for gq in [2,3,4,5,7,8,9]1]

show (M)

FIGURA 2: Imatge de la primera cella d'un notebook de Jupyter que
mostra la funcio6 irr(q,t) de PYECC que calcula el nombre de polinomis
irreductibles monics de grau t sobre F;, aixi com les expressions per
obtenir els valors de la taula 1.

2 1 2 3 6 9 18

3 3 8 18 48 116 312

4 6 20 60 204 670 2340

5 10 40 150 624 2580 11160
7 21 112 588 3360 19544 117648
8 28 168 1008 6552 43596 299592
9 36 240 1620 11808 88440 683280

TAULA 1: Valors deirr(g,t) peral <t <7iq <9.

B Implementacio d’un prototip de sistema de McEliece

Seguirem pas a pas un exemple molt senzill que hauria de ser suficient per
illustrar els diversos passos del procediment.

# 0. Inici. Importem PyECC i definim Z2 amb nom ’K’
from PyECC import =
K =12Zn(2,’K’)



Codis i criptografia 165

# 1. Construim F32 amb generador a
[F,a] = extension(K,get_irreducible_polynomial(K,5),’a’,’F’)

# 2. Generem aleatoriament un polinomi monic irreductible
# de grau 3 de F[T]

p = get_irreducible_polynomial(F,3,’T’)

show(p) -->

T*#%3+(a**44ax*3+a**2+a) *T#*2+(ax*4+a**3)*T+a**2+a :: F[T]

3. Creem el codi de Goppa de polinomi pxx*2 sobre
els elements no nuls de F (expressio X[1:])
Corregeix deg(p) = 3 errors

Set(F)

Goppa(p#+2,X[1:1)

N X #H H H

# 4. Matrius de control/F i /K
HH = H_(O)

H1 = blow(HH,F)
show(shape(HH))

--> (6, 31)

show(shape(H1))

--> (30, 3L)

show(rank(H1))

--—> 15

# 5. Matriu generadora/K, G. Veiem que k = 16
G = transpose(kernel(H1))

show(shape(G))

--> (16, 31)

# 6. Matriu S de 1a clau privada; K_(G) és K, ja que C/K.
# S és una matriu binaria 16x16.

S=rd_GL(K_(G) ,nrows(G))

show(det(S))

-—> 1

# 7. Matriu P (entera) de la clau privada. det(P) pot ser 1 o -1
P = permutation_matrix(ncols(G))

show(det(P))

-—> 1

# 8. Clau publica (G1,t)
Gl = S*G=P
show(shape(G1))

--> (16, 31

t = nrows(H_(C))//2

--> 3
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# 9. Encriptaci6 d’un vector aleatori u

u = rd_vector(F,nrows(Gl))

--> [0, O, O, O, 1, O, O, O, O, O, O, O, O, 1, O, 1]

X = uxGl -->
ro,o,0,0,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,1,0,0,1,0,0,0,0,1,1,0,1,0,0,1,0,11]
e = rd_error_vector(F,len(x),t) -->
ro,o,o0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,01
X1l = x+e -->
ro,o0,0,0,1,1,1,1,1,1,0,1,0,0,1,1,0,1,0,0,0,0,1,1,0,1,0,0,0,0,11]

# 10. Desencriptaci6. La inversa de P és Ta seva transposada

y = xlxtranspose(P) -->
(o,o,1,1,1,0,1,1,0,0,0,1,0,0,1,1,0,0,1,0,1,1,1,1,0,0,0,0,1,0,0]
x2 = PGZ(y,O) --> # uSG
ro,o0,0,1,1,0,1,1,0,0,0,1,0,0,1,1,0,0,1,0,0,1,1,1,0,1,0,0,1,0,01]
ul = solve_linear_system(transpose(G),transpose(x2))

ul = transpose(ul)

--> [1, 0, 0, 1, 0, O, 1, 1, 1, 0, 1, O, O, 1, O, O]

ul/sS

--> [0, O, O, O, 1, 0, O, O, O, O, O, O, O, 1, O, 1]

u

--> [0, O, O, O, 1, 0, O, O, O, O, O, O, O, 1, O, 1]

Sigles
AKE Authenticated Key Exchange’
BMS Berlekamp-Massey-Sugiyama decoding algorithm
CAKE Code-based Algorithm for Key Encapsulation
DSA Digital Signature Algorithm
ECDSA Elliptic Curve Digital Signature Algorithm
HQC Hamming Quasi-Cyclic Codes
ICT Information and Communications Technology
IEEE Institute of Electrical and Electronics Engineers

IND-CCA Indistinguishability under Chosen Ciphertext Attack
IND-CPA Indistinguishability under Chosen Plaintext Attack

INRIA Institut National de Recherche en Informatique
et en Automatique

ISIT International Symposium on Information Theory

KEM Key Encapsulation Mechanism

LDPC Low-density Parity-check Codes

MDPC Moderate-density Parity-Check Codes

NIST National Institute of Standards and Technology

PGZ Peterson-Gorenstein-Zierler decoding algorithm

RLCE Random Linear Code Encryption

WCC Workshop on Codes and Cryptography

7 Vegeu [30] per a molts altres acronims relacionats.
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Agraiments

La Jornada de Teoria de Nombres esmentada més amunt fou un important
estimul per als autors, els quals es complauen a agrair la invitaci6 dels organiza-
dors (Ana Rio, Josep M. Miret i Jordi Guardia) i la benvolenca dels participants
a escoltar la seva conferéncia. Gracies a Rafel Farré i Santiago Molina, coautors
dels articles [25] i [35], respectivament, ja que la programacio dels algorismes
que s’hi tracten va representar un pas important en el desenvolupament de
PYECC. El nostre agraiment també al revisor de I'article pels seus suggeriments,
que han comportat una millora de la versi6 original.
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